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摘 要：目的 针对传统逆子结构理论在求解过程中界面响应难以实测的问题，提出一种利用频响探针技术来获取

该界面响应的关键技术。方法 首先基于该频响探针的动力学微分方程，从理论上推导了该频响探针技术的理论

公式。对一个含有凹槽的结构进行了有限元仿真，设该凹槽界面处由于物理空间限制难以实测其原点频响函数，

利用该频响探针技术获取该界面处难测原点频响函数，并将预测值与有限元计算值进行对比验证。结果 预测值

与有限元计算值高度吻合，验证了该理论的准确性。结论 该频响探针关键技术在获取界面响应不可测数据方面，

有很好的应用价值。 
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ABSTRACT: The inverse sub-structuring method by using the easily measured system-level FRFs to predict the 
substructure-level FRFs and the dynamic stiffness of coupling interface. In most engineering application practices, the 
system-level FRFs from coupling degree of freedoms may not be measured accurately because of there might be some 
fragile structure in the coupling interface and the difficulties of vibration excitation and response measurement for the 
coupled interface between components within the limited accessible space. In this paper, the aim is to develop a new 
FRF-based indirect inverse sub-structuring method for the analysis of the dynamic characteristics of a three-component 
coupled mechanical system without measuring system-level FRFs at the coupling degree of freedoms. Using a frequency 
response probe to predict the unmeasured interface auto FRF, the theoretical derivation of the theoretical formula of the 
frequency response probes is given firstly, then the technology is verified by a finite element simulation, showing exact 
agreement. The new method shows its great application prospect for obtaining unmeasured data from the coupling 
interface. 
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包装动力学是研究产品系统在物流中，受各种冲击和振动的影响下表现出的力学行为的一门学科，通过了解

产品的动力学特性，从而更好地指导缓冲包装设计，进而达到保护产品、防止产品破损的目的[1-2]。数据显示，

每年因包装防护不当引起的产品破损达数百亿元[3]。同时，由于包装防护过度，造成了大量的人力和资源的浪费。

目前，物流中的振动和冲击环境下产品防护研究较为薄弱,产品的包装及其在物流中的防护缺乏深入和有效的理

论支持与指导。大多数的研究是基于单自由度或线性等极为简化的假设条件，导致理论研究结论与实际不符，难

以指导实际设计[4]。而广泛应用的缓冲包装设计五步法，也是基于确定产品的易损度基础之上的，这既需要大量

的实验来获取其易损度，又面临过度包装的风险[5]。产品的失效是以其关键部件的失效为标准的，因此，以关键

部件-产品主体-运载体系统为研究对象更为科学合理，从该系统的角度出发来研究其动力学特性还处于探索阶

段。 
随着集装化运输的广泛应用，针对由产品、包装、运载体组成的复杂耦合系统的动态响应特性以及耦合界面

特征参数识别的研究尤为迫切[6]。获取其部件水平下的动态响应特性及界面参数，对于产品缓冲包装设计、产品

强度评估等具有重要的指导意义。为此，王军、王志伟[3,6-15]等人将动态逆子结构理论[16-19]引入到产品运输系统

部件动态特性分析，并进一步发展了三级单点耦合、三级多点耦合逆子结构理论，将其应用到关键部件-产品主

体-运载体系统的部件动态响应特性分析中，成功地通过车载实验进行了部件动态响应特性在线识别。多数类机

电产品其关键部件与产品主体为刚性连接的情况，关键部件的物理形态多数较为复杂，且与产品主体的联接部位

结构多样,导致了耦合界面的不确定性及物理空间的局限性。在 FRF 的实际测量中，由于耦合界面物理空间的限

制，难以准确布置传感器和激励。针对此类产品，王军[20]等人又建立了二级、三级刚性耦合逆子结构理论，使得

其应用范围大大扩展，但是上述的逆子结构理论预测公式都是基于测量数据完备基础之上的。由于界面的复杂性

和物理空间的局限性，使得其应用存在测量信息不完备的风险。 
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    针对以上问题，提出一种利用频响探针来获取该界面处难测频响的方法[21]。该频响探针为一根细长的弹性杆，

无论从质量上还是体积上都远小于产品主体系统。通过建立该弹性杆两端的动力学微分方程，最终推导出利用该

杆自由端处的原点导纳来预测界面连接处的难测原点导纳的理论公式，可以解决界面处由于物理空间限制问题引

起的测量信息不完备问题。最后进行数值计算，验证该方法的可行性。 

1 刚性连接下的逆子结构理论 

1.1 二级单点刚性耦合逆子结构理论 

考虑系统的阻尼且在激振力的作用下，结构做线性振动的运动方程表示为： 

   [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( ){ }M X t C X t K X t f t+ + =&& &                                               （1）              

利用傅里叶变换得到方程（1）的频域形式： 

   [ ] [ ] [ ]( ) ( ){ } ( ){ }2 M i C K X Fω ω ω ω− + + =                                                 （2）             

定义动力矩阵（阻抗矩阵）：                   

   [ ] [ ] [ ] [ ]2D M i C Kω ω= − + +                                                          （3）                

由于实际测量中存在困难，通常去测量它的逆矩阵，也就是其频率响应函数（FRF）矩阵。频响函数矩阵与

动力矩阵的关系为： 
    ( ) ( )-1H Dω ω=                                                                   （4）   

    对于一个有若干子结构组成的系统而言，任何一个子结构都有固定的激励响应关系。通常可表示为图 1 形式。

其中，o(x)，i(x)，c(x)分别表示子结构 X 的响应坐标、外部激励坐标和耦合坐标。通过耦合坐标，该子结构与系

统其它子结构连接，HX 表示子结构 X 激励与响应之间的传函关系。其中激励与响应的关系可以表示为： 

    [ ] [ ] [ ] }{}{}{}{
...

XXXXXXX FYKYCYM =++                                                （5）  
其中， [ ]XM , [ ]XC , [ ]XK 分别表示质量矩阵、阻尼矩阵、刚度矩阵，下角标 X 表示子结构 X，设激励{FX}为周

期力，将式（5）转换到频域并得到 FRF 的表达式： 
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图 1 子结构输入输出与耦合示意图 
Fig.1 A general substructure representation 

     式中： fπω 2= ，为激励频率，式（6）可以求出子结构 X 的 FRF 矩阵。矩阵 [ ]ijXH 表示子结构 X 的 FRF 矩

阵（在 j 点处激励，i 点处拾取响应时）。比如，当 X=A,x=a 时， [ ] ( ) ( )aiaoAH 表示子结构 A 在 a 点处激励 a 点处响

应时的传递函数。设一系统 S 由子结构 A 和子结构 B 通过焊接、铆接等方式连接，耦合方式为刚性,耦合界面为

c，见图 2。 

 



图 2  刚性耦合二级子结构系统 
Fig.2 Rigid coupling of two sub-structure system 

对于由子结构 A 和 B 组成的系统 S，其激励与响应的关系同理也可以得到： 

   

, ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

, ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

, ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

S o a S o a i a S o a c x S o a i b i a

S c x S c x i a S c x c x S c x i b c x

S o b S o b i a S o b c x S o b i b i b

X H H H F
X H H H F
X H H H F

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

                                        （7） 

基于刚性连接条件下的系统 S，结合线性叠加原理，引入耦合点内部激励向量 ( )c XR ，将激励向量看作是耦合

点内部向量和外部激励向量的和，即： 

   { } [ ]{ } [ ]{ }( )S F S R c xX H F H R= +
                                                       

（8） 

其中：[ ]FH 为子结构未耦合下的频响函数矩阵；[ ]RH 为子结构 A 和 B 上耦合点处系统内部耦合频响函数矩阵。 

    将上式写成展开形式，并结合力平衡和位移协调性条件，得到可由子结构 A 和 B 的水平 FRFs 预测系统水平

FRFs 的子结构理论公式： 
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其中： 
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    其中子结构 A 和子结构 B 的连接方式为刚性，从式（9）子结构理论公式中提取子式： 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )bibcBABacaoAbiaoS HDHH ,,, =                                                   
 （10） 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )bcbcBABbcbcBbcbcBbcbcS HDHHH ,,,, −=                                             （11） 

    对式（10）和（11）的形式进行整理，最终可以得到预测子结构 A 的频响函数的间接逆子结构理论公式： 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )bcbcBbcbcSbcbcSbcbcBacacA HHHHH ,,
1

,,,
−−=                                     （12） 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )bcbcBacacAbibcBbiaoSacaoA HHHHH ,,
1

,,, += −                                          （13） 

式（12）和（13）即为子结构 A 频响函数预测公式，不难看出，预测公式是基于系统水平下耦合界面处原点

FRF 可测量基础之上的。然而，实际工况下由于耦合界面物理空间限制，导致无法布置传感器，或由于存在脆弱

部件难以施加激励，将导致系统水平下耦合界面处的 ( ) ( )bcbcSH , 难以实测，导致逆子结构理论方法无法进行下去，

无法顺利预测出子结构 A 的 FRFs。 

1.2 三级单点刚柔耦合逆子结构理论 

    实际工况条件下，将运输系统看作是由关键部件-产品主体-运载体组成的系统更为科学合理，且是一个相对

复杂的耦合结构系统。对于大多数产品运输系统而言，产品与运载体通过包装件柔性耦合联接，关键部件与产品

主体通常通过焊接、铆接、粘接等方式刚性耦合联接。为此，需建立关键部件-产品-运载体系统三级单点刚柔耦



合系统，其中子结构 A 与子结构 B 通过焊接，粘接等方式进行刚性连接，耦合界面为 c1，子结构 B 与子结构 C
通过弹簧或其他包装缓冲材料柔性连接，耦合界面为 c2，见图 3。 

 
图 3 三级单点刚柔耦合子结构系统 

Fig. 3 Single-coordinate coupled three-substructure system 
    基于分步解耦技术，首先将子结构 B 和子结构 C 看作一整体结构 D，然后再把子结构 A 和子结构 D 通过刚

性连接耦合成系统 S，见图 4。首先根据二级刚性耦合子结构公式，系统水平 S 的频响函数（FRF）可以由子结

构 A 和 D 的 FRFs 表示。进而，在系统 D 中，系统水平 FRFs 可以由子结构 B 和 C 的 FRFs 表示。最终可推导出

由子结构 B 和 C 及整个系统水平 FRFs 表示的子结构 A 的 FRF。 

 
图 4 子结构 A 和 D 的力与位移协调条件 

Fig.4 Force and displacement compatibility conditions for substructures A and D 
     首先把部件 B 和部件 C 看作为一个整体部件 D, 由部件 A 和部件 D 频响传递函数可以得到系统 S 的频响传

递函数： 
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     其中： 

     

1
1

x a,X A
x d, X D

α
+ = =⎧

= ⎨− = =⎩ ，

1
1

x d, X D
x a, X A

β
+ = =⎧

= ⎨− = =⎩  

    1 1 1 1

1
, ( ) ( ) , ( ) ( )[ ] ( )A c a c a D c d c dD H H −= +  

由上述刚性单点耦合二级逆子结构理论预测公式，可以得到由更加易测的子结构 D 与系统频响函数计算子

结构 A 的频响函数的预测公式： 
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上述预测公式中的系统水平频响矩阵
1 1, ( ) ( )S c d c dH ， , ( ) ( )S o a i dH ，与由子结构 A，B，C 组成的系统中频响矩阵

1 1, ( ) ( )S c b c bH ， , ( ) ( )S o a i cH 对应相等。 

下面分析由子结构 B 和 C 组成的柔性耦合系统 D，可利用二级子结构理论公式可分别求得用子结构 B 和 C



的频响矩阵来表示的上述公式中所涉及到的部件 D 的 FRFs： 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )bibcBBCbcboBbiboBbiboDdcdcD HDHHHH
2211 ,,,,, −==                                        （17）  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ciccCBCbcboBciboDdidcD HDHHH
221 ,,,, ==

                                            
 （18）  

    ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 11
,, 22222

−−++= cccccCbcbcBBC KHHD                                                          
（19） 

    其中子结构 B 与 C 之间的耦合刚度 2cK 是未知的，现将子结构 A 和 B 整体当作子结构 E，然后子结构 E 和子

结构 C 组成一个二级子结构耦合系统，根据二级柔性耦合逆子结构理论，耦合界面动刚度预测公式有： 
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（18）带入到式（15），（16），最终可以得到由系统水平频响函数和部件 B 和 C 的频响函数，求解子结构 A
的频响函数的理论预测公式： 
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（23） 

其中： 
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式（21）和（22）即为三级单点刚柔耦合间接逆子结构理论公式。当由于客观条件限制，A 部件不便测量时，

可利用系统水平 FRF 和部件 B 和 C 的实测频响函数数据进行预测，获取部件 A 的动态响应特性，以便更好地进

行产品包装运输系统动力学特性分析和缓冲包装设计。然而，实况条件下，由于刚性或柔性耦合界面处存在脆弱

部件或物理空间的限制，导致无法准确布置传感器和施加激励，此界面处的原点频响无法实测，从而导致预测公

式的测量信息不完备，无法准确预测出子结构 A 的动态特性及柔性耦合界面的等效动刚度。 

2 利用频响探针预测界面处难测原点导纳 

如图 5 所示，用 ( ),u x t 表示该弹性杆的轴向变形，建立其动力学微分方程： 

 
图 5 匀质自由弹性杆示意图 

Fig.5 Free body diagram of a uniform bar 
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                                                                     （25）  

其中，c 表示声波在材料内的传播速度，设杆的弹性模量为 E,密度为 ρ ，则有： 



    
2 Ec

ρ
=                                                                        （26） 

  微分方程（25）的解有如下形式： 

     ( ) ( )1 2, sin cos sinx xu x t C C t
c c
ω ω ω φ⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦                                          （26）              

     ω表示角频率，C1,C2,ϕ为常数，并由初始条件和边界条件决定。基于此，该杆左端的边界条件为： 
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                                               （27） 

该杆右端的边界条件为： 
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                              （28）  

其中， 1a ， 2a 分别表示杆的左右两端的加速度， A 表示杆的横截面积。为了表示方便，现定义一个无量纲

参数α : 

    r

r
m

Kc
L ωωα ==

                                                               （29） 

其中， rK 表示杆的刚度， L
AEKr = ； rm 表示为弹性杆的质量， ALmr ρ= 。α 可以理解为是频率比，即 rωωα = ，

rrr mK=ω ，由式（27），（28）可得到简化后的弹性杆的左右两端的状态向量： 
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（30）

 

然后，根据频响函数 FRF 的定义，现定义弹性杆两端的原点频响函数（原点导纳）: 
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根据式（30）—（32）可以得到： 
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式（35）即为由弹性杆自由端原点导纳来预测另一端原点导纳的理论公式。可以将该弹性杆的一端与耦合界

面处通过粘接等方式刚性连接，将该弹性杆当作一频响探针，由于该弹性杆质量和体积远小于待测结构主体，可

以利用该方法解决由于界面物理空间限制难以实测该界面处频响的问题。 



3 数值仿真验证 

为了进一步验证该频响探针技术在获取界面难测频响方面的有效性和准确度，现对一带有凹槽的结构进行有

限元仿真计算。设该凹槽为连接界面，当与其他部件相互耦合时，由于其物理空间的限制，难以准确布置激励及

施加传感器，无法获取该界面处的原点导纳，导致测量信息的不完备，难以应用逆子结构理论获取系统某部件的

动态特性以及耦合界面的特征参数。高效获取该界面处原点导纳，构建完备频响数据显得尤为迫切。 
如图 6 所示，为频响探针测量原理验证模型，目标测点设位于耦合界面处。板状质量块尺寸为：600 mm×300 

mm×20 mm ,凹槽尺寸为：300 mm×35 mm×10 mm，频响探针尺寸为：R=10 mm，L=100 mm，质量块与频响探针

的物理参数一致：密度为 7.6×10-6 kg/mm3,弹性模量为 200 kN/mm2,泊松比为 0.32。 
  将板状质量块模型导入有限元软件 ANSYS Workbench 中，利用谐响应分析模块获取测点 c 处的加速度频响

函数，并将此计算值作为测点 c 处的精确值。再对施加频响探针的测试系统模型进行有限元分析，获取探针自由

端测点 p 处的加速度频响。代入预测公式（33）来预测测点 c 处的难测原点导纳，并将该预测值与上面得到的精

确值进行对比，见图 7。 

 
     (a) 目标对象测点            (b) 频响探针测点 

图 6  频响探针测量原理验证模型 
Fig. 6 Measurement model of frequency response probes  
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图 7 界面处测点 c 原点导纳的预测值与计算值对比 
Fig.7 Comparison of predicted and calculated auto-FRF in measured point c 

由图 7 可得，测点 c 处的原点导纳的预测值与计算值完全吻合，表明该频响探针技术在解决由于物理空间限

制导致的界面响应难测问题方面，有很好的应用价值。该方法的提出为逆子结构理论测量信息不完备问题，提供

了一种解决思路，通过在界面处施加一结构简单的频响探针，利用易测频响函数来预测难测频响数据，从而为逆

子结构理论的最终实现构建了完备频响数据。 

4 结论     

由于产品运输系统是一个相对复杂的耦合系统，而以关键部件破损为标志的产品失效行为已被广泛认可。因

此，以关键部件-产品主体-运载体作为系统来对产品特性进行分析，更为科学合理，从系统的角度研究和分析其

关键部件的动力学特性及包装耦合界面特征参数的识别，对于缓冲包装的设计和评价具有指导意义。逆子结构理

论是近年来提出的一种实用的预测部件动态响应特性和界面特征参数的理论方法，相继发展了三级单点、多点柔

柔、刚柔耦合下的逆子结构理论，并发展了相应的数据处理技术及误差分析理论。传统的逆子结构理论都是基于

测量信息完备条件下建立的。实际上，由于耦合界面的复杂性和空间的局限性，极易出现测量信息不完备的风险，

成为阻碍逆子结构理论发展的难题。基于频响探针技术可以有效预测界面处难测原点导纳，通过简单易测的操作

就可以高效预测出界面处难测数据。给出了理论推导过程，最后又建立有限元仿真模型进行了数值验证，结果显

示预测值与计算值完全吻合。该频响探针技术为逆子结构理论在工程中的实际应用提供了理论支撑，从而更好地

对产品包装系统进行在线评价和优化设计。 
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