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摘要：目的目的 以三次非线性包装系统为研究对象，将一种简单有效近似方法应用于系统跌落冲击过程

的响应分析，以得到跌落冲击响应的近似解析解。方法方法 为了提高解的精度，与包装动力学能量法结

合，通过能量法求解了最大位移及加速度，对近似解进行了校正。结果结果 与龙格-库塔数值分析结果比

较，校正后的近似解其位移最大值、加速度最大值相对误差小于 0.1%，跌落冲击时间相对误差小于

2%。结论结论 为非线性包装系统跌落冲击响应分析提供了一种简单有效的分析方法。
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ABSTRACT：A simple approximate method was used to give approximate solutions for dropping shock response of cubic
nonlinear packaging system. In order to obtain the accuracy of the solutions, a novel solution combining approximate
method with energy method was proposed, the maximum dropping shock response acceleration and displacement of the
system were obtained with energy method, and the approximation solution was corrected. Compared with the results of
Runge-Kutta method, the results showed that the relative error of acceleration peak value and displacement peak value of
dropping shock response was less than 0.1%, and the relative error of extended period of dropping shock was less than 2%.
This study provides a simple and effective method for the dropping shock response analysis of nonlinear packaging system.
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非线性缓冲包装系统是包装动力学分析与设计

的重要组成部分，缓冲材料的非线性通常表现为强

非线性，使得问题的理论分析解困难，系统的动力学

分析与评价常采用数值分析方法[1—7]。数值分析方法

物理意义不太明确，难以判断与真实物理过程的拟

合程度。

非线性问题的近似分析方法可得到系统近似解

析解，常用的近似分析方法有变分迭代法（VIM）[8—13]、

能量平衡法（EBM）[14—15]、同伦摄动法（HPM）[16—17]、何氏

频率-振幅关系（HFAF）[18—20]等，对非线性问题的分析

各有特点，但过程比较复杂。针对单自由度无阻尼

Duffing系统自由振动，应用简单的近似方法[21]，可得近

似解析解。将该近似分析方法应用于三次非线性系

统跌落冲击问题，为满足跌落冲击初始条件，对分析

过程进行改进，并与包装动力学的能量法结合，以得

到系统跌落冲击响应及跌落冲击时间的近似解析解。
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1 近似分析思路

对单自由度无阻尼Duffing系统，自由振动方程及

初始条件：
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式（3）代入式（1）得：
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式（4）对时间两次积分得：
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对应初始试函数，方程（6）有下式成立：
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由式（7）或通过其他特殊点可以确定振幅-频率

关系，并得到近似解析解。

2 跌落冲击响应近似解

对三次非线性缓冲包装系统，跌落冲击动力学方

程：
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或表示为：
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初始条件：
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式中：ω0为频率参数，
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!槡 #$；m为包装

产品质量；h为系统跌落高度；r为材料的非线性常

数；k0为材料初始弹性常数；g为重力加速度，k=
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ε=r/k0。

初始条件式（9）描述跌落冲击，与自由振动初始

条件式（2）不同，为满足初始条件，取初始试函数：

书书书

!"#!"#!

!

$" （10）

式中A和ω为待定量。注意到：
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由式（5），有：
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需满足初始条件
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对式（12）再积分：
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需满足初始条件式x（0）=0，则C2=0。

为获得振幅-频率的关系，初始试函数式（10）满

足ωt=π时，x=0，只要式（14）是原方程解，同样满足该

条件，必有C1=0，由式（13）得：
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跌落冲击动力学方程（8b）近似解位移、速度及加

速度分别为：
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冲击持续时间：
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为便于比较，取文献[20]的算例对解的精度进行

分析。相关参数：m=10 kg，h=0.6 m，k0=600 N/cm，r=
72 N/cm3，则ε=0.12 cm-2，ω0=77.46 s-1。利用跌落冲

击初始条件：t=0，

书书书

!

"# !槡 $% ，式（15）、（17）联立求解

得A，ω。由式（16）、（18）跌落冲击过程位移及加速度

响应见图1、图2实线（记为SA），图中虚线为龙格-库

塔法计算（记为R—K）结果。相关重要参数比较见表

1，位移最大值、加速度最大值及跌落冲击时间相对误

差分别为3.2%，8.8%，4.6%，表明加速度峰值误差较

大，其结果需进一步讨论。
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3 近似解的修正

对无阻尼非线性包装系统跌落冲击问题，能量法

可求解产品的最大位移及加速度，但不方便求解跌落

冲击时间。将近似方法与能量法结合，对近似解进行

校正。

不计缓冲材料阻尼，当缓冲材料变形达到最大时，

跌落前系统的重力势能转化为材料的弹性势能，则：
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式中W表示产品重量，由式（20）解得最大位移：
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无阻尼条件下，位移最大时，加速度最大。由式

（8b）最大加速度：
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利用能量法求得最大位移（式（21））及最大加速

度（式（22）），对近似解进行校正。由式（16）、（18）：
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联立求解幅值与频率：
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分别记为Ar，ωr。校正后的近似解：
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校正后式（27）、（29）近似解（记为CSA实线）与龙

格-库塔法（虚线）的对比见图3和4。最大位移、最大

表1 近似解与龙格-库塔法对比

Tab.1 Comparison of the simple approximate solution with

the Runge-Kutta numerical solution

R-K

SA

相对误差/%

位移最大值/cm

3.4

3.51

3.2

加速度最大值/g

49.74

45.35

8.8

跌落冲击时间/s

0.028 54

0.029 84

4.6

图1 产品位移响应

Fig.1 The displacement response of the product

图2 产品加速度响应

Fig.2 The acceleration response of the product

图3 校正后位移响应与数值解的对比

Fig.3 Comparison of the corrected displacement response with the

numerical solution

图4 校正后加速度响应与数值解的对比

Fig.4 Comparison of the corrected acceleration response with the

numerical solution
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加速度、跌落冲击持续时间相对误差分别为0，0.1%，

1.5%，见表2。

4 结语

跌落冲击动力学评价中，位移响应最大值、加速

度响应最大值以及冲击持续时间等是关注的重要参

数。将一种简单的近似分析方法用于求解三次非线

性包装系统跌落冲击响应，获得了理论解析解，但加

速度最大值误差较大。将近似分析与能量法结合，对

近似解进行校正，校正后的位移、加速度响应与龙格-

库塔法分析结果非常接近，跌落冲击时间相对误差在

2%以内，位移及加速度响应最大值相对误差为0.1%，

且分析过程简单、物理意义明确，可为非线性包装系

统跌落冲击响应分析提供一种有效的分析方法。
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表2 校正后的近似解与龙格-库塔法对比

Tab.2 Comparison of the corrected solution with the Run⁃

ge-Kutta numerical solution

位移最大值/cm

加速度最大值/g

跌落冲击时间/s

R-K

3.4

49.74

0.028 54

SA

3.40

49.79

0.028 11

相对误差/%

0.0

0.1

1.5
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比其位移变化，结果见8。从图8中能明显看出，做了

凹陷处理的包装瓶底部形变位移明显减小。软件位

移数据显示，位移变化可忽略不计。

5 结语

开发新塑料应用于中空包装容器时，只需测量其

材料强度，运用式（1）进行计算，可快速得知新材料在

强度上是否可用作碳酸饮料包装容器。在结构设计

方面，应加强瓶底的处理，采取增加瓶底厚度或使用

特殊瓶底结构来增加瓶底耐内压强度。

通过基于SolidWorks的中空塑料包装容器耐内压

强度的有限元分析，不仅得到了包装容器壁厚、直径

与容器耐内压能力之间的关系，为设计碳酸饮料包装

瓶提供了数据上的支持，而且此测试的方法还可以应

用到优化中空塑料包装容器结构、衡量包装容器所使

用材料的合理性、容器耐垂直载荷能力等方面的测

试，与传统的测试方法相比，更加方便、快捷，从而极

大地地节省了成本，在一定程度上提高了生产效率。
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