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基于 Study 参数分析 Delta 机构运动约束 
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摘要：目的 研究 Delta 并联机构分支数目和驱动副分布对机构运动约束的影响。方法 使用 Study 参数

表示刚体的位移、姿态变换矩阵，根据运动链 D-H 参数，建立运动链约束方程，再进行坐标变换得到

分支约束方程，分析驱动副分布对 Delta 类并联机构运动约束的影响。结果 分支数目为 3 和 4 时，驱

动副无论如何分布，delta 并联机构只具有移动的运动特征。结论 用统一的表达式来表示 Delta 并联机

构的约束情况更为直观，也为 Delta 并联机构设计优化提供了新的思路。 
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Analysis of Kinematic Constraints of Delta Mechanism Based on Study Parameters 

LIU Wei 
(Xi'an Polytechnic University, Xi'an 710048, China) 

ABSTRACT: The work aims to study the number of branches of Delta parallel mechanism and the influence of driven 

joint distribution on the kinematic constraints of mechanism. Study parameters were used to represent the displacement 

and attitude transformation matrix of a rigid body. According to the D-H parameters of kinematic chain, constraint equa-

tions of kinematic chain were established, and then the branch constraint equations through coordinate transformation 

were obtained. The effect of driven joint distribution on the kinematic constraints of Delta parallel mechanism was ana-

lyzed. When the branch number was 3 and 4, no matter how the driven joint was distributed, the delta parallel mechanism 

was only characterized by movement. The unified expression used to indicate the constraining conditions of Delta parallel 

mechanism is more intuitive, and provides a new idea for its optimized design. 
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并联机构相对于串联机构，具有刚度大、精度高、

动态性能好的特点。过去的几十年，学者对并联机构

的设计理论进行了大量的研究，取得了丰硕的研究成

果[1—6]。Delta 并联机构就是并联机构研究成果在工业

应用方面最成功的例子之一。Delta 并联机构的主要

特点是可以快速的进行位置的变换，在工业生产方面

例如包装物流中的装箱、分拣等方面应用潜力巨大。

随着国外 Delta 并联机构专利到期，国内 Delta 并联

机构设计制造也掀起了一波高潮。 

关于 Delta 并联机构的理论研究非常多，运动学

分析更是一个比较老的话题。20 世纪 90 年代就得到

了逆解的封闭解[7—8]，旋量方法[9—10]，数值模拟仿真

软件[11]，不同的运动约束方程建模方法都能得到满意

的 Delta 并联机构的运动学分析结果，但是据作者所

知，可以使用旋量等方法确定 Delta 机构的自由度和

自由度的类型，运动学分析建立在 Delta 并联机构只

能进行三维移动的认识基础之上，然而，根据 Delta

并联机构的支链结构，对支链数目和支链驱动副在定

平台上的分布进行运动学分析的研究较少。 

1  Study 参数表示刚体的位移位姿 

Study 参数[12—14]是由 8 个参数[x0, x1, x2, x3, y0, y1, 

y2, y3]组成，也可把 Study 参数看做满足条件（1）的

对偶四元数： 

0 0 1 1 2 2 3 3

2 2 2 2
0 1 2 3

0

0

x y x y x y x y

x x x x

   

   
               （1） 

对偶四元数表示刚体位姿变换时不存在表达奇
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异。式中：aH 为对偶四元数；a0 和 a1 为四元数。 
2

0 1, 0Ha a a     （2） 

对偶四元数的基本元素为 1, i, j, k, εi, εj, εk。对

偶四元数可表示为 
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  （3） 

对偶四元数的共轭表示为： 

 ( ) ( )x x x x ε y y y y       
H 0 1 2 3 0 1 2 3P i j k i j k （4） 

对偶四元数表示为 P=1+ε(xi+yj+zk)表示三维空
间的一个点 (x,y,z)，一般情况下，刚体位姿变换由

e HP pP 表示，Pe=X－εY。 
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 （5） 

式中： XrX 为向量 r 的位姿变换的转动部分；

 XY YX 为 r 的位姿变换的移动部分。移动部分可由

式(6)计算： 

 
 
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 （6） 

由此可得到相应的变换矩阵： 

2 2 2 2
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 式中：l=2(−x0y1+x1y0−x2y3+x3y2), m=2(−x0y2+x1y3 

−x2y0+x3y1), n=2(−x0y3−x1y2+x2y1+x3y0)。式(7)矩阵满足

式(1)就可以表示刚体的位姿变换： 
2 2 2 2

0 0 1 2 3
1 0 0

1 1

x x x x 0   
  
 

T
P R

            （8） 

式中：0T1 为 4×4 的矩阵，表示局部坐标系转换到

固定坐标系的变换矩阵；0R1, 
0P1 分别为坐标变换对应

的姿态变换矩阵和位移矩阵；0 为 1×3 的零行向量。 
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把变换矩阵 0T1 中的元素对应表示为 Tij，可由式

求解对应的 Study 参数，X=(x0, x1, x2, x3, y0, y1, y2,y3)

与 Tij 的关系由式（11）—（12）表示。 
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通过增加方程 2 2 2 2
0 1 2 3 1x x x x    可以把 Study 参

数变换矩阵规范化。通过使用 Study 参数，机构运动约

束方程可以完全用代数式进行表达，避免了使用变换矩

阵带来的问题，这样做的好处是，对机器人运动特性的

分析可以转化为，对其对应的运动特征代数方程的研究。 

2  Study 参数运动链建模方法 

1）根据并联机构运动链运动副类型、结构参数，

结合 D-H 坐标写出动平台位姿变换矩阵，即： 

1 1 2 2 n n     D M G M G M G      （13） 
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式中：ui 为转动副 i 绕 zi 转过的角度；ai 为坐标
轴系 xi+1oi+1yi+1 沿 xi+1 的位移； di 为坐标轴系
xi+1oi+1yi+1 沿 zi+1 的位移；αi 是坐标系 xi+1oi+1yi+1 沿 xi

轴转动后，zi 轴与 zi+1 的夹角。 

2）根据 1）得到的表达式 D，根据 Study 参数与

刚体位姿变换矩阵的转换方法，得到： 

0 0 1 1 2 2 3 3

0 4 1 5 2 6 3 7

( ), ( ), ( ), ( )

( ), ( ), ( ), ( )

x f t x f t x f t x f t

y f t y f t y f t y f t

，   

   
 （16） 

式中：t 为运动链关节(转动副、移动副)变量、

结构参数(D-H 参数)。 

3）由 2）得到的参数方程，采用消元法，消去
被动运动链关节变量，即可得到运动链位形方程。这
是运动学分析的关键步骤，使用消元法时，由于机构
结构的复杂性，有时这种方法不一定合适。另外一种
解运动链位形方程的方法是通过待定系数法来进行
求解的。值得注意的是，并联机构一般有多个运动链，
当运动链结构相同时，不同运动链在固定坐标系的空
间位置不同，因此也可以在得到一个运动链位形方程
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之后，对其进行坐标系变换，以此方法得到所有的位
形约束方程，大大简化了运动建模的计算过程。下面
简单介绍这一方法，一般来讲，上述建模方法建模得
到的位形方程具有以下 2 种形式，一种是线性方程，
另外一种是二次型方程。 

线性方程为： 
T  0U X    （17） 

式中：X=(x0, x1, x2, x3, y0, y1, y2,y3)
T。考虑到坐标

系变换的一般形式为 D1XD2，则上述方程可以转变为： 
T  01 2U D XD  （18） 

式（18）可转变为： 
T

T T

T

T T T

  

  

  

 

0

0

0

( )

（ ）

1 2

1 2

1 2

U D D X

D D U X

U X

U D D U

  （19） 

接下来考虑二次型方程，一般情况下二次型方程

具有以下形式： 
T  0XDX  （20） 

同 理 ， 也 可 以 进 行 坐 标 系 转 变 得 到 方 程
T   X D X 0 。一般的运动链约束方程可以通过上述方

法进行坐标系变换得到相应驱动副位置下的运动支

链的约束方程。 

3  不同分支数目、驱动副分布对 Detla 并联

机构运动的影响 

Delta 并联机构结构见图 1，由基座 A1A2A3 三角

行定平台，与其固结的坐标系是 O-xyz，O 为基座的

坐标系原点，C1C2C3 为三角型动平台，与其固结的坐

标系是 P-x'y'z'坐标，原点为 P。定平台与基座之间由 3

条支链相连，每条支链由 4 个球副 1 2 1 2
i i i iC C B B ( ,j

iC
j

iB 分

别代表与转动副轴线 Ci, Bi 共线的 2 个球副)组成的平

行四边形机构和与其相连的连杆 AiBi 组成。 

 
图 1  Delta 并联机构运动模型简图 

Fig.1 Sketch of kinematic model of Delta parallel mechanism 

由于 Delta 并联机构分支与 RUU 型(R 转动副，

U 万向节)支链运动学等价，因此可以通过研究与

Delta 分支结构参数对应的 RUU 支链，建立 delta 并

联机构支链约束方程。 

 
图 2  Delta 并联机构分支等效运动链 RUU 模型 

Fig.2 RUU model of equivalent kinematic chain of Delta 
parallel mechanism branch 

3.1  RUU 分支运动链的运动方程建立 

分支运动链 DH 坐标见表 1。DH 坐标下的坐标

变换矩阵可以表示为绕 zi 轴的转动，再沿 zi+1, xi+1 轴

的移动，伴随沿 xi+1 的转动合成得到。 

表 1  Delta 支链 D-H 参数 
Tab.1 D-H parameters of Delta branched chain 

i ai di αi/(°) vi 
1 a1 0 0 v1 
2 0 0 90 v2 
3 a3 0 0 v3 
4 0 0 −90 −v3 
5 0 0 0 v5 

 
绕 zi 轴转动的变换矩阵表示为 Mi，沿 xi 轴的转动，

伴随沿 zi+1, xi+1 的轴的移动得到的变换矩阵表示为 Gi。 

1 0 0 0

0 cos sin 0

0 sin cos 0

0 0 0 1

i i
i

i i

v v

v v

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷-ç ÷ç ÷= ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

M     （21） 
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 
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 
 

G
 （22） 

式中：ai, di 为新坐标系 xi+1yi+1Oi+1 相对于坐标系

xiyiOi 沿 xi+1, zi+1 的位移，以 xi+1, zi+1 的正向为正，以初

位置移动到末位置的矢量分量表示；αi 为新坐标系

xi+1yi+1Oi+1 相对于坐标系 xiyiOi 沿 xi 的转角，以从末位置

转向初为置的角度，xi 正向为正方向。一般情况下，与

杆件固联的坐标系假定 i 是初位姿，i+1 是末位姿。zi

一般沿着杆件 i 的转动轴线方向，xi+1 沿着 zi, zi+1 的公垂

线方向，从 zi 指向 zi+1，yi 的方向根据右手定则确定。 
1

1 1 2 2 3 3 3 4 5
 M G M G M G M G M A            （23） 

根据 Study 参数建模方法得到式（24）。 
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使用待定系数法得到相应的约束方程[9]： 
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以动平台几何中心为坐标原点的动坐标系，在定

平台坐标系中的变换方程为： 

1 2( ) ( ,0,90) ( ,0,90) (π ) iG r G r  M A M A   （26） 

式中：α为分支绕 z0 转动的角度；r1 为定平台的

外接圆半径；r2 为动平台的外接圆半径。矩阵 M, G

中的正弦、余弦值可用其对应的半角正切值替换。 

3.2  分支的约束方程 

由变换得到分支的约束方程为： 
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（27） 

式中：M, G 为 4×4 矩阵；Mb, Mm, Gb, Gm, Bb, Ab, 

Aib 为 8×8 矩阵[14]。 
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经过变换得，化简得到关于 x1, x2, x3 关于的约束

方程： 
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 （31） 

式中：rfi 为分支转角半角正切。由于式(31)是关

于 Delta 分支结构转角约束的一般形式，因此可以进

行分支数为 2, 3, 4 的 Delta 并联机构关于转角自由度

的一般分析。 

3.3  分支数目、驱动副分布位置对 Delta 并联机构

约束的影响 

当有 2 个分支时，x3=0，x1, x2 相关，此时机构

具有一个旋转自由度。当有 3 个分支时，x1=0, x2=0, 

x3=0，此时机构不具旋转的自由度。当有 4 个分支时，

x1=0, x2=0, x3=0，此时机构不具旋转的自由度。 

4  结语 

Study 参数根据机构 D-H 参数对机构进行运动学

建模是一种有特色建模方法，得到的约束方程保留了

机构运动特征方面的所有信息。虽然求解分支运动链

的约束方程过程有点复杂，但是很容易通过坐标变换

在分支结构相同、分支数目不同、分布位置不同的并

联机构分析中应用，这一建模方法值得在一些并联机

构的分析中进行使用。 

通过分析，可以很清楚地发现，当 Delta 机构具

有 3 个分支时，无论分支如何分布，只要驱动副轴线

的垂线相交于定平台中心，那么 Delta 并联机构不具

有转动自由度，只能进行移动。文中对于 2, 3, 4 运动

链分支，不同的驱动副分布的 Delta 并联机构分析提

供了简洁的结果，为 Delta 类并联机构设计、分析提

供了新的思路。 
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