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3-PUPU 并联机构的运动学与工作空间分析 
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摘要：目的 针对一种六自由度 3-PUPU 并联机构，对其运动性能和工作空间进行研究。方法 利用修正

的(G-K)公式对该并联机构动平台的自由度进行计算，并建立机构的逆运动学和正运动学特征方程式，

然后利用 Matlab/Simulink 中的 SimMechanics 功能模块建立 3-PUPU 并联机构及结构框图，利用杆长的

运动范围限制条件编程求得 3-PUPU 并联机构的工作空间。结果 该并联机构的工作空间范围较大，形

状规则，结构紧凑，无空洞。结论 3-PUPU 机构具有良好的工作空间性能。 
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Kinematics and Workspace of 3-PUPU Parallel Mechanism 

LI Jun-shuai, MA Chun-sheng, LI Rui-qin, ZHANG Bin 
(North University of China, Taiyuan 030051, China) 

ABSTRACT: The paper aims to research motion performance and workspace of a six DOF 3-PUPU parallel mechanism.  

The freedom degree of the moving platform of the parallel mechanism was calculated by using the modified (G-K) for-

mula. And the kinematics and inverse kinematics equation of mechanism was established. Then the 3-PUPU parallel me-

chanism and structure block diagram were established by using the SimMechanics function module of Matlab/Simu- link; 

and the workspace of the 3-PUPU parallel mechanism was obtained by programming according to restriction condition of 

rod length. The workspace of the parallel mechanism had large range, regular shape, compact structure and is free from 

holes. 3-PUPU parallel mechanism has good performance of workspace. 
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并联机构具有刚度高、承载力强、精度高和惯性

小等优点 [1]，在自动化包装领域具有很好的应用价

值。并联机构已经运用到填充、裹包和封口等实际工

作当中，不仅可以大幅度提高生产效率，而且有效避

免了一些人为的干扰因素，提高了工作精度[2—5]。并

联机构又可分为六自由度并联机构和少自由度机构，

其中六自由度并联机构相对于少自由度机构具有更

大的工作空间，在自动化包装等领域具有广阔的应用

前景[6—7]。 

目前，针对六自由度 3-PUPU 并联机构的研究还

相对较少，文中将对此机构的运动性能和工作空间进

行重点研究。这些研究结果将为 3-PUPU 并联机构的

进一步优化设计和动力学等研究奠定理论基础。 

1  机构描述与坐标系建立 

3-PUPU 并联机构由定平台、动平台与 3 个完全

对称的 PUPU 分支组成（U 为万向铰，P 为移动副）。

每个分支中含有 2 个移动副和 2 个万向铰，其中竖直

分布的为一级连杆，二级连杆方向倾斜，杆长为 li。

包装机械 
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在移动副上添加驱动，可实现杆长的变化，从而改变

动平台的位姿。在定平台和动平台上分别建立图 1 所

示的坐标系，固定坐标系 O-xyz 原点选在定平台的质

心，z 轴垂直向上；动坐标系 O'-xyz 原点选在动平台

的质心，z 轴为垂直向上。 

 

图 1  3-PUPU 并联机构简图 
Fig. 1 The simplified diagram of 3-PUPU parallel mechanism 

3-PUPU 并联机构的万向铰在动平台的连接处

形成一个正三角形，设外接圆的半径值为 r，几何形

状见图 2。竖直分布的一级连杆在定平台上也呈正三

角形分布，初始位置时，一级连杆上的滑块距离定

平台的高度均相等，因而滑块初始位形时也呈正三

角形分布，设其内切圆半径为 R，由万向铰连接一级

连杆和二级连杆，万向铰在一级连杆上做线性往复

运动。 

 

图 2  3-PUPU 并联机构动平台 
Fig.2 The moving platform of 3-PUPU parallel mechanism 

2  自由度分析 

利用修正的(G-K)公式对 3-PUPU 并联机构进行

自由度的计算[8]，即： 
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式中：d 为机构的阶数，d=6；n 为包括机架的杆

件数目，n=11；g 为运动副的数目，g=12；
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fi 为第 i 个运动副的自由度数；v 为并联冗余约束数，

v=0；ζ 为局部自由度，ζ=0。由式(1)可得，3-PUPU

并联机构的自由度为 6，即动平台可沿 x, y, z 轴移动

和绕 x, y, z 轴转动。 

3  运动学分析 

运动学分析的目的就是探究各相关因素之间的

关系，然后把这种关系公式化。在空间直角坐标系

 A 中，空间任意一点的位置都可以用 3×1 的位置矢

量来表示[9—10]，即： 
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式中：Px, Py, Pz 分别为该点在 x, y, z 3 个坐标轴

方向的位置分量。AP 中的 A 表示相对于坐标系{A}。

在{A}中，要确定某一刚体 B 的方位，可在刚体上设

一个直角坐标系{B}，旋转矩阵为： 

A A A A
B B B BR x y z     (3) 

式中： A
B R 中的 A 为参考坐标系{A}；B 为刚体

坐标系{B}； A A A
B B Bx y z  为 3 个单位主矢量，分别

表示{B}坐标系在{A}坐标系下的方位。然后将 3 个

单位主矢量分别由一个三维列向量来表示，则 A
B R 表

示为： 
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(4) 

又因为式 (4)中的 A A A
B B Bx y z   都是单位主矢

量，是两两垂直关系，则有： 
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(5) 

运动坐标系{B}分别绕参考坐标系{A}的 x 轴、y

轴、z 轴旋转角度 θ后，则有： 
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(8)

 当运动坐标系{B}沿固定坐标系{A}的 x, y, z 轴

方向分别平移 XC, YC, ZC 后，会产生一个新的坐标系

{C}。然后在坐标系{C}下绕 x 轴旋转 γ角，绕 y 轴转

动 β，绕 z 轴转动 α，则两坐标系{A}和{B}之间的坐

标变换矩阵为[11—12]： 
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对其进行简化，可表示为： 
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(10) 

则运动坐标系{B}中某点 P'经上述平移和旋转之

后在 A 中的齐次坐标为： 

P TP  (11) 
连杆 P1B1, P2B2 和 P3B3 的 Pi 点被万向铰限制在

一级连杆的范围内运动，由图 1—2 和一级连杆上滑

块的分布关系可得：
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式中：Si 为第 i 个一级连杆上滑块所移动的距离，

i=1, 2, 3。由图 2 和一级连杆上滑块分布关系与限制

条件方程，可求得： 
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(13) 

3.1  运行学位置反解 

根据图 3 的向量关系，可将二级连杆的杆长 il 表

示为： 
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根据式(14)，可求得逆运动学的解： 
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(15) 

如果已知动平台位置(XC, YC, ZC)和姿态角(α, β, 

γ)，则可根据式(13), (15)求得一级连杆长 li 和二级

连杆的位移 Si(i=1, 2, 3)。通过上述计算可得知：

3-PUPU 并联机构的位置反解求解相对简单，结果

具有唯一性。

 

 

图 3  向量关系 
Fig.3 The vector relation  

3.2  运动学位置正解 

位置正解是指给出各个滑杆的参数，计算动平台

的位置坐标(XC, YC, ZC)和姿态(α, β, γ)。设动平台与二

级连杆 PiBi（其中 i=1, 2, 3）之间的夹角为 θi。 

由于相邻 2 个万向铰之间的距离相等，为 3r ，

可得： 
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式中：i=1, 2, 3；j=2, 3, 1。 
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由式(17)可得 3 个非线性方程，用数值法对其

求解： 
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将给定数值的 li 和 Si 代入，求解对应的角度值 θi，

然后结合 θi 的取值、图 2 以及运动中一级连杆滑块之

间对应的关系可求得： 
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万向铰与动平台连接点所处的位置恰好是均布

的，因此(XC, YC, ZC)可写成： 
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在给出一组杆长数据时，往往会存在多个 θi 的

解，即固定一组杆长时，3-PUPU 并联机构的构型并

不能被唯一确定，可能会有多种情况出现。 

4  3-PUPU 并联机构的工作空间计算 

已知 3-PUPU 并联机构参数：上平台三支点中心

外接圆半径为 90 mm，下平台三支点中心外接圆半

径为 150 mm，二级驱动初始杆长为 90 mm。文中求

解 3-PUPU 并联机构的工作空间，即在满足杆长变化

范围的条件下，求解动平台中心点 P 可达空间点的

集合[13—15]。 

4.1  构建 SimMechanics 模型 

在 Matlab/Simulink 工具箱建立 3-PUPU 并联机

构模拟框图的步骤为：确定各个刚体的惯性量、自由

度和约束；建立相应的检测和驱动模块组；以系统的

运动形式和驱动力进行模拟；SimMechanics 窗口显

示模拟的结果。根据 3-PUPU 并联机构的参数，结合

所求得的位置正反解，建立 3-PUPU 并联机构的模拟

框图和机构简图。为简化步骤，动平台和静平台设置

为正三角形，结果见图 4—5。由图 4 可知，Body 为

静平台，Body10 为动平台，静平台通过固定 Weld 模

块连接到 Ground 模块上。然后在 Machine Environ-

ment 模块中设置重力加速度得向量和方向等；机构 

 
图 4  3-PUPU 并联机构 SimMechanics 仿真模型 

Fig.4 The SimMechanics model of 3-PUPU parallel mechanism 

 
的旋转矩阵、刚体位置、速度、加速度等由 Body 

Sensor 模块进行测量。由传感器收集 x, y, z 轴方向的

位置数据，再经由 To Workspace 模块传递到 Matlab

的工作空间中，结果就可被用户查看。图 5 中的并联

机构简图与图 1 具有一致性，从而证明了 Matlab/Sim- 

ulink 建模的正确性。 

4.2  求解 3-PUPU 并联机构的工作空间 

设定一级驱动杆运动范围为 30 mm，二级驱动杆

运动范围也为 30 mm。利用 Matlab 可求得 3-PUPU

并联机构的工作空间，结果见图 6。 

 
图 5  3-PUPU 并联机构简图 

Fig.5 The simplified diagram of 3-PUPU parallel mechanism 
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通过观察图 6 可知，该机构的工作空间范围较

大，形状规则，且整个区域结构紧凑，无空洞。说明

该机构具有良好的工作空间性能，这对于 3-PUPU 并

联机构的实际应用具有重要意义。 

 

图 6  3-PUPU 并联机构工作空间 
Fig.6 The workspace of 3-PUPU parallel mechanism 

5  结语 

针对一种 3-PUPU 并联机构，利用修正的(G-K)

公式计算出其动平台的自由度为 6。对 3-PUPU 并联

机构进行了运动学反解和正解分析，并且以运动学反

解为基础进行正解的求解。利用 Matlab/Simulink 建

立 3-PUPU 并联机构模型，从而验证 Matlab/Simulink

建模的正确性。结合位置正反解与机构参数，经

Matlab 编程求得 3-PUPU 并联机构的工作空间，该机

构的工作空间范围较大，形状规则，结构紧凑，无空

洞。说明 3-PUPU 机构具有良好的工作空间性能。这

些研究成果为 3-PUPU 并联机构的进一步研究和实际

应用奠定了理论基础。 
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