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弹性圆环冲击弹性柱的碰撞回弹行为研究 

杨玉亮，王永，黄志龙 
（浙江大学，杭州 310027） 

摘要：目的 研究弹性薄壁圆环低速冲击理想弹性柱的碰撞回弹行为。方法 实验方面，使用高速数码显

微系统记录铜环冲击 3 种不同橡胶柱的碰撞相互作用的全过程。理论方面，应用模态叠加法和拉格朗日

方程法导出圆环约束运动阶段和自由运动阶段的运动控制方程，并建立 2 组方程间的迭代关系，据此描

述碰撞相互作用的全过程。结果 碰撞次数随着刚度比的增大而增加，无量纲回弹时间和恢复系数随着

刚度比的增大而减小。多次碰撞的临界刚度比随着圆环厚径比的增大而增大。结论 理论方法成功预测

了弹性薄壁圆环低速冲击理想弹性柱的碰撞回弹行为，可为防撞结构的几何与材料参数选择，以及实验

模态分析中的锤头选择提供理论指导。 
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Collision and Rebound Behavior of Elastic Circular Ring Impinging on Elastic Column 

YANG Yu-liang, WANG Yong, HUANG Zhi-long 
 (Zhejiang University, Hangzhou 310027, China) 

ABSTRACT: The work aims to investigate the collision and rebound behaviors of elastic thin-wall circular ring with low 

velocity impinging on ideal elastic column. In experimental tests, a high-speed digital microscope system was used to 

record the whole process of collision interaction of brass ring impinging on three kinds of elastic columns. In theoretical 

aspect, the modal superposition method and Lagrange equation method were applied to derive the governing equations of 

motion for the constrained motion stage and the free motion stage of the circular ring, respectively. The iterative rela-

tionship between the two sets of equations was then established, from which the whole process of collision interaction was 

described. The number of collisions increased and the non-dimensional rebounding time and coefficient of restitution de-

creased as the stiffness ratio increased. The critical stiffness ratio of multiple collisions increased with the increase of the 

thickness-radius ratio of the circular ring. The theoretical method successfully predicts the collision and rebound behav-

iors of elastic thin-wall circular ring with low velocity impinging on elastic column and can provide some theoretical 

guidance on the selection of geometric and material parameters in anti-collision structure and the selection of hammer 

head in experimental modal analysis. 
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圆环作为一种基本的结构件，具有质量轻、能量

吸收性好的特点，在缓冲隔振以及防护工程领域有着

广泛的应用。在公路上一些事故多发的“交通黑点”，

例如分岔口和急转弯处安装的碰撞衰减系统[1—2]，利

用圆环阵列缓冲隔振的特点，显著减少了碰撞的危

害。一种保护桥墩抵御船舶撞击的环形防撞结构也得

到了广泛研究 [3—5],重点讨论了圆环刚度与地基刚度

比值，以及地基黏性等参数对圆环-地基系统变形模

式的影响。此外，环状紧固件能够通过施加预应力来

加强主结构的强度和刚度。为了评估防护性能并指导

缓冲与隔振 
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结构设计，更深入地理解冲击过程中的能量耗散行

为，以及冲击体与被冲击体之间能量再分配过程具有

重要的意义。 

早期，关于圆环及其他类似结构件的研究，主要

针对准静态挤压状态下的塑性行为[6—11]。圆管受一对

刚性板准静态挤压时，在不同情形下分别出现四铰和

六铰失效模式[6—7]。准静态下，受径向集中力的圆环

在受压和受拉时也会出现四铰和六铰失效模式[9—10]。

与准静态情形相比，圆环的动态冲击问题要复杂得

多 [11—16]。通过有限元模拟和实验观察，弹塑性圆环

冲击刚性壁的碰撞相互作用也被广泛研究[11—12]。弹

塑性圆环变形模式复杂，恢复系数受初始冲击速度的

影响很大，甚至会出现远小于1的情况。 

近期研究发现，在冲击的相互作用过程中，弹性

结构件之间会出现多次碰撞现象[17—18]。当乒乓球以

较高的初速度冲击刚性壁面时，接触区域发生弹性屈

曲，此时在界面处发生多次碰撞，恢复系数急剧减  

小[17]。为了深入探讨弹性振动对多次碰撞及恢复系数

的影响，离散质量-弹簧系统的碰撞过程得到了详细

研究[19—20]。研究发现，质量块相对于质心的运动可

占据系统机械能的一大部分，恢复系数 小可达到

0.178。此外，平直弹性杆和梁冲击理想无质量弹簧

的碰撞回弹行为也已经得到了系统的研究[18]，揭示了

弹性构件和理想弹簧之间复杂的碰撞相互作用。所有

的研究均表明，结构件的弹性振动会导致恢复系数的

显著减小。 

文中研究弹性薄壁圆环低速冲击理想弹性柱体

的碰撞相互作用的全过程，试图回答以下2个问题：

是否会发生多次碰撞现象；是否会出现恢复系数较小

的情况。首先，搭建实验平台，观察铜环冲击3种不

同橡胶柱的碰撞相互作用全过程，然后，建立理论方

法解释实验中所观察到的现象。 

1  实验观察 

1.1  材料准备与平台搭建 

在实验中，圆环由 H65 黄铜条弯曲焊接而成，见

图 1a。铜环几何尺寸为：中面半径 R=200 mm，壁厚

h=2 mm，宽度 b=4 mm。材料参数为：弹性模量 E=90 

GPa，密度 ρ=8740 kg/m3。在实验中，3 个弹性柱分别

由 EPDM 泡沫橡胶、高弹橡胶及天然橡胶 3 种材料制

成，几何尺寸一致，底面半径为 4.25 mm，高度为 12.00 

mm，见图 1b。3 种弹性柱的刚度系数通过压缩试验测

得。测量时，在沿轴向压缩弹性柱的同时，记录压缩

过程中轴向位移和相应的压力。通过 小二乘法对垂

向位移与压力的关系曲线进行线性拟合，所得拟合曲

线的斜率即弹性柱的刚度系数。3 个弹性柱的刚度系

数测量值分别为 1890，8086，30 241 N/m。 

 

 

图 1  实验材料准备及实验平台 
Fig.1 Preparation of test specimens and experimental platform 

圆环自由地放置于近似光滑的水平桌面上，弹性

柱的一端固定在与光滑桌面垂直的另一个平面上。在

实验时，铜环以初速度vo=1.02 m/s垂直冲击弹性柱。

铜环的初速度根据放置于背景的坐标纸测出，坐标线

之间的间隔为1 mm。采用Keyence-VW-9000E高速数

码显微系统记录圆环与弹性柱的碰撞相互作用的全

过程，其快门速度为1/3000 s，帧速率为1000/s，实验

平台见图1c。由于显微系统视野的限制，很难测出铜

环的回弹速度，故无法计算其恢复系数，因此，在实

验中仅关注在接触区域的多次碰撞现象。 

1.2  实验结果 

铜环与 EPDM 泡沫橡胶柱、高弹橡胶柱以及天

然橡胶柱的碰撞过程截图见图 2，当铜环第 1 次接触

弹性柱时开始计时。可以看出，在铜环冲击 EPDM

泡沫橡胶柱的整个过程中，弹性柱一直保持压缩状

态，因此仅发生 1 次碰撞，一旦铜环离开，将不会

再发生接触；在铜环冲击高弹橡胶柱的过程中，

t=19.8 ms 时两者第 1 次分离，然后在 t=22.8 ms 时

再次接触， 终在 t=43.2 ms 时第 2 次分离，且不再

发生接触；铜环冲击天然橡胶柱时也有同样的现象

出现。也就是说，第 1 组实验仅出现 1 次碰撞，而

后 2 组实验均出现了多次碰撞。上述 3 组实验的回

弹时间分别为 45.0，43.2 和 42.0 ms，而 3 种橡胶柱

的刚度系数是依次增大的，因此推测弹性柱刚度越

大，越容易出现多次碰撞，而回弹时间随着弹性柱

刚度的增大而减小。 
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图 2  铜环与 3 种弹性柱的碰撞过程中不同瞬时的视频截图 
Fig.2 Screenshots at different instants for collision processes 

of brass ring with three elastic columns 

2  理论分析 

2.1  问题描述与模型建立 

这里建立预测弹性薄壁圆环冲击弹性柱的碰撞

回弹行为的解析方法。研究多次碰撞现象的物理机

制，重点探讨碰撞次数、回弹时间以及恢复系数对

圆环和弹性柱几何及材料参数的依赖关系。对于低

速冲击情形，碰撞相互作用不会激起圆环的高阶模

态振动。此外，材料的内阻也会抑制圆环的高频率

振动。由此，圆环运动过程可近似由刚体运动加上

几个低阶模态振动来表示。文中仅保留了前三阶模

态振型。 

取圆环与弹性柱接触瞬时圆环中心C所在的空

间点O位置为原点，建立直角坐标系O-xy，其中坐标

轴x沿弹性柱轴线方向，坐标轴y垂直于弹性柱轴线。

同时，在圆环中心C建立随体平移参考系，并在参考

系上放置极坐标系，角度θ从坐标轴x开始逆时针度

量。平移参考系中的相对位移表征圆环的变形，圆环

中面任意一点的法向位移w可表示为： 

             2 3 4, cos 2 cos 3 cos 4w t q t q t q t     
 (1) 

式中：cos(2θ)，cos(3θ)，cos(4θ)分别为圆环一阶、

二阶和三阶模态振型；q2(t)，q3(t)，q4(t)为相应的模

态 坐 标 。 假 设 圆 环 中 面 的 环 向 应 变 为 0 ， 即

0v w R    ，其中R为圆环中面半径，β为放置于

圆环中面的环向坐标。圆环中面任意一点的切向位移

v可由主坐标表示，进而求得圆环上任一点的环向应

变。圆环中总的应变能可以表示为： 

     
3 3 3

2 2 2

1 2 3 43 3 3

2π 27π 32π

3 8 3

Ebh Ebh Ebh
V q t q t q t

R R R
            

(2) 
在直角坐标系中，圆环中面任意一点沿x轴和y

轴 方 向 的 位 移 可 分 别 表 示 为    1,xu t q t     

       ,  cos ,  s in , ,  s in, yw t v t u t w t        
 
 ,  cosv t 。 进而求得圆环的动能为： 

2 2 2 2
1 2 3 4

5 5 17
π

8 9 32
T Rhb q q q q      

 
        (3) 

弹性柱的压缩量由接触点的位移，即ux(0, t)决

定，因此弹性柱储存的势能可以表示为： 

 2

2 1 2 3 4

1

2
V k q q q q       (4) 

当圆环与弹性柱接触时，圆环的运动受到约束，

称此时圆环处于约束运动阶段。相反地，当圆环与弹

性柱分离时，称此时圆环处于自由运动阶段。在碰撞

相互作用的全过程中，圆环将会交替地经历这2个  

阶段。 

圆环约束运动阶段的无量纲控制方程可以由拉

格朗日法得到： 

 1 1 2 3 4

1
0

2
q k q q q q             (5) 

   
6 2

2 2
1 2 3 422

0 
112 1

i i

i i
q h q k q q q q

ii
       


      

    2,3, 4i     (6) 

式中： iq 为无量纲模态坐标， i iq q R ； t为无

量纲时间，  t c R t  ，其中， c为圆环材料的波速，

c E  ； k 为弹性柱刚度与圆环刚度的比值，

 k k Ehb R ； h为圆环壁厚与圆环中面半径的比

值， h h R 。在自由运动阶段，弹性柱的势能不包

含在拉格朗日函数中。由此，自由运动阶段圆环的无

量纲运动控制方程可以直接通过舍去含有刚度比的

k项得到。 

圆环刚接触弹性柱时，圆环的速度为v0，此时圆环

还未发生变形。由此，圆环运动的初始条件可以表示为： 

     1 00 0 1, 2,3, 4,  0 ,   0 0 2,3, 4i jq i q v q j                  

(7) 
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式中： 0v 为无量纲初速度， 0 0v v c  。 

约束运动阶段的无量纲控制方程、自由运动阶段

的无量纲控制方程以及运动初始条件共同构成一个

有定解的初值问题。 

在分析中，未考虑弹性柱的质量，即忽略了弹性

柱惯性对碰撞的影响，因此整个碰撞过程相当于圆环冲

击理想弹簧。另外，由于冲击相互作用轻微，圆环变形

较小，可认为圆环在冲击过程中不发生局部凹陷。由此，

圆环是否与弹性柱接触只需判断圆环中面θ=0的点是否

与弹性柱接触即可。若 (0, ) 0xu t  ，圆环与弹性柱接触；

反之，若 (0, ) 0xu t  ，圆环与弹性柱分离。由此，约束

运 动 阶 段 和 自 由 运 动 阶 段 之 间 的 切 换 条 件 为
(0, ) 0xu t  ，即 1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) 0q t q t q t q t          。式（7）

是第1个运动阶段的初始条件，后续运动阶段的初始

条件通过位移和速度连续性条件由上一个运动阶段

的终止状态确定。在自由运动阶段，如果切换条件不

再成立，也就是圆环与弹性柱不再接触，那么这次自

由运动阶段开始时的时间就是无量纲回弹时间，记为

t  ，圆环进入约束运动阶段的次数为碰撞次数。由于

圆环与弹性柱完全分离，所以圆环将不受任何干扰地

自由运动，因此，圆环的无量纲回弹速度等于圆环刚

体运动的速度在 后分离时刻的值，即 1( )q t   。采用

运动学恢复系数 1 0( )q t v   来评估圆环与弹性柱碰撞

过程中的全局能量损失。严格来说，对于多次碰撞的

情况，应该针对每次碰撞定义不同的恢复系数，即恢

复系数应该为第n次碰撞的分离速度与第n次碰撞的

冲击速度的比值，但可认为每次碰撞的恢复系数并不

重要，因此，定义恢复系数为 后1次碰撞的分离速

度与初始冲击速度的比值，这样可以更直接地表征全

局的能量损失。  

运用隆格库塔法对约束运动阶段的无量纲控制

方程和自由运动阶段的无量纲控制方程进行连续迭

代计算，可以得到圆环与弹性柱冲击相互作用的全过

程。仔细观察约束运动阶段、自由运动阶段无量纲控

制方程及初始条件可以看出，主坐标的时域响应与刚

度比 k、厚径比 h以及无量纲初速度 0v 有关，但由于

整个过程是一个线性定解问题，所以碰撞次数、无量

纲回弹时间以及恢复系数仅依赖于刚度比 k和厚径

比 h，而与无量纲初速度 0v 无关。 

2.2  理论结果及与实验对比 

在实验中，铜环的厚径比 0.01h   ，EPDM泡沫

橡胶柱、高弹橡胶柱以及天然橡胶柱的刚度与铜环刚

度的比值分别为5.25×10-4，2.246×10-3，8.4×10-3。

碰撞次数和无量纲回弹时间随刚度比 k变化的关系

见图3，其中离散点表示实验结果。总体上，碰撞次

数随刚度比的增大而增加，而无量纲回弹时间随刚度

比的增大而减小。理论分析方法可以定性地预测碰撞 

 

图 3  碰撞次数和无量纲回弹时间随刚度比变化的关系 
Fig.3 The dependences of number of collision and 

non-dimensional rebounding time on the stiffness ratio 

次数和无量纲回弹时间的变化趋势，实验和理论之间

的误差主要由2个原因造成：理论上，随着所取刚度

比的增大，就会有更多的高阶模态振动被激发，引起

更复杂的多次碰撞现象，而在实验中，一些细微的分

离过程很难被捕获到，因此理论预测的碰撞次数要比

实验观察到的多；理论上，圆环与弹性柱的接触是点

接触，而在实验中圆环与弹性柱之间是面接触，当圆

环与整个接触面完全分离时才判定1次碰撞结束，因

此理论分析低估了实验中的碰撞时间。 

恢复系数随刚度比 k变化的关系见图4。总体上，

恢复系数随刚度比的增大而减小。在刚度比较大时，

恢复系数维持在0.70~0.75范围内。当刚度比接近一

个临界值 3
c 1 .15 10k   时，出现多次碰撞。当刚度

比超过这个临界值时，恢复系数急剧减小，碰撞次

数变化时的刚度比恰好与无量纲回弹时间、恢复系

数变化趋势发生转换时的刚度比相吻合。临界刚度

比 ck 对圆环厚径比 h的依赖关系见图5。总体上，临

界刚度比随着厚径比的增大而增大，由此可以在给

定圆环和弹性柱的几何及材料参数时预测是否会发

生多次碰撞。 

 

图 4  恢复系数随刚度比变化的关系 
Fig.4 The dependence of coefficient of restitution on  

the stiffness ratio 
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图 5  临界刚度比随厚径比变化的关系 
Fig.5 The dependence of the critical stiffness ratio on  

thickness-radius ratio 

3  结语 

通过实验及理论方法研究了弹性薄壁圆环低速

冲击弹性柱的碰撞回弹行为。薄壁结构刚度低，在受

到冲击时会产生剧烈的振动，部分能量会由平动自由

度转移到振动自由度，因此造成恢复系数大幅度减

小。碰撞次数、无量纲回弹时间以及恢复系数仅依赖

于刚度比 k和厚径比 h，而与初始冲击速度无关。文

中的工作将为防撞性设计中几何及材料参数的选择，

以及实验模态分析中锤头的选择提供理论指导。 
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