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摘要：目的 解决三维紧凑型存储系统的设计问题，寻求系统出入口的最佳位置。方法 建立数学模型，

并优化求解，研究自动化仓储系统出入口位置的设计问题。结果 在双命令存储模式下，当三维紧致化

仓储系统的系统出入口位置在货架底端 1/2 位置时，双命令行程期望时间最少。结论 通过假设出入口

的位置，列出共计 24 种双命令下存取货物的期望时间模型，并进行了求导分析，发现在双命令存储模

式下系统出入口最优点即为货架底端中点处。 
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ABSTRACT: The work aims to solve the design problem of the 3D compact storage system and seek the best position to 

enter and exit the system. Mathematical models were established and the solutions were optimized to study the design is-

sues of the entrance and exit position of the automatic storage system. In the dual-command storage mode, the expected 

time of dual-command travel was the least when the entrance and exit position of the 3D compact storage system was at 

the midpoint of the bottom of the shelf. Based on the assumptions on the entrance and exit position, a total of 24 expected 

time models for delivering and accessing the goods under dual commands are listed, and the derivation and analysis 

are conducted to find out that the optimal input/output point of the system in the dual-command storage mode is the mid-

point of the bottom of the shelf. 
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我国物流行业发展突飞猛进，同时也带动了仓储

行业的快速发展，Berg 等 [1]认为自动化仓储系统

（AS/RS）作为现代化仓储系统的新科技成果，被广

泛应用于处理大型仓库、配送中心以及制造工厂的库

存货物。Lee 等[2]认为一个完整的自动仓储系统包括

一个多层的仓储货架、一个或者多个堆垛机（S/R 

machine）和一个或多个系统出入口（I/O point）。S/R

机器自动执行活动，以便将存货物品存入/取出存储

机架的位置；I/O 点用于保存要存储和拣取的库存项

目。在自动化仓储系统中使用多层货架可以有效提高

企业对现有空间的利用率，提高系统存储效率。Sarker

等 [3]认为自动化仓储系统效率主要由仓储系统的设

计和存取策略来决定。近年来，随着土地价格的上涨，

对于更高存储密度以及空间利用率、更快客户反应时

间以及更低运营成本的要求越来越高，企业仓储的占

地面积必须合理规划才能控制成本。Gue 等[4]认为三

维紧致型存储系统在实践中被认为更符合企业的需

求，因为三维紧致化仓储系统可以利用多层的仓储货

架，从而提高现有空间利用率，并增加存储的密度，

同时也可降低企业的人工成本。Zaerpour 等[5]认为尽
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管三维紧致型存储系统的发展已经极大地影响了现

有库存管理、物料处理和仓库设计的实践，但这些系

统的设计、分析和操作研究仍然滞后。De Koster 等[6]

研究了随机存储策略下三维紧致化系统的系统尺寸，

认为最优的系统三维尺寸比例为 0.72∶0.72∶1。Yu

等[7]从仓储区域边界的角度出发，用 PPR-SL 启发式

算法去研究三维紧致化仓储系统的优化方案。同时

Yu 等[8]又从单位货物的存取的算法上进行三维紧致

化仓储系统的单元存储和拣取的测序启发式确定的

研究。这些研究中都具有一个相同的特征，即系统出

入口位于仓储货架的左下角，但是，位于左侧角落的

系统出入口可能无助于实现三维紧致化存储系统的

最佳性能。Bozer 等[9]认为系统出入口的位置对 S/R

机器存储或拣取库存物品所需的平均行程时间有重

要影响，通常称为系统预期行程时间。Roodbergen

等[10]认为系统预期的行程时间又会影响系统吞吐量，

所以系统出入口的位置同样会影响系统吞吐量，所以

系统出入口位置的优化设计对自动化仓储系统来说

是十分必要的。沈古文[11]对倍深式货架自动化立体仓

库和三维紧致化仓储系统分别做了研究，认为采用双

梭机能显著提升前者的运作效率，针对后者则得出该

系统在特定假设条件下的运行时间模型，并运用在实

际操作层面上。刘兵兵[12]等指出未来仓储的发展方向

是结合物联网技术，这是仓储系统发展的新风口。郝

晶晶[13]通过建立单命令预期行程时间的方式，对单命

令预期行程时间公式做出了 24 种时间推导，对仓储

系统出入口在底端位置进行优化，最后通过证明发现

三维紧致化仓储系统的仓储货架底端中点位置为系

统的最优系统出入口位置。 

文中在郝晶晶等研究的基础上进行改进和完善，

在原本单命令存储模式的情况下改进成双命令的存

储模式，因为在实际的存储过程中，并不是单一的储

存货物或者拣取货物，通常情况下存储货物和拣取货

物是伴随发生的，这就是双命令的存储模式。为了确

定系统出入口的最佳位置，在研究中，将考虑所有可

能的情况，包括系统出入口位于中点和其他位置。根

据系统出入口位置的变化，行程时间表达式的推导变

得更加复杂，总之，研究集中在双命令存储模式下系

统预期行程时间的推导上，并确定系统出入口的位

置，从而可以导出最佳的系统出入口位置。 

1  问题假设与模型建立 

1.1  问题假设 

文中主要研究配备电力传送带的自动化仓储系

统，见图 1。该系统包括一个多层的仓储货架、一个

堆垛机（S/R machine）和一个系统出入口（I/O point），

根据 Bozer 等和 Ashayeri 等[14]的研究基础做出如下普

遍应用在自动化仓储系统研究中的假设，堆垛架（S/R 

machine）在水平方向和垂直方向上以恒定速度移动，

因此到达货架上任何位置的系统行程时间必须近似

服从切比雪夫定律，并且货架被认为有一个连续的矩

形拣选面，I/O 点在多层货架底端的左下角。除了这

2 个常用的假设，文中还为系统行程时间模型做出了

如下一些特殊的假设：传送带在运送货物负载时，是

不受堆垛机影响的。堆垛机以双命令为基础运行，并

且不允许在通道中多次停靠；存储空间的总量、传送

带的速度以及堆垛机在水平和垂直方向的速度是已

知的。在系统中运用随机存储，即拾取面到任何点都

有可能被选择用于存储和拣取。 
 

 
 

图 1  三维紧致化系统的构成（俯视图） 
Fig.1 The composition of the 3D compact system  

(top view) 
 

假设在一次双命令模式下进行货物的存储和拣

取，堆垛机首先从 I/O 点负载到达一个存储点（记为

（X1, Y1, Z1）），存储结束后到达下一个拣取点进行装

载（记为（X2, Y2, Z2）），最后再返回 I/O 点完成这一

次循环。在实际生活中，一个循环往往结合了存储和

拣取。 
 

 
 

图 2  双命令存储模式下的一次存储和拣取的循环 
Fig.2 One-time storage and picking cycle in du-

al-command storage mode 
 

1.2  模型建立 

1.2.1  数学符号说明 

L 为三维紧致化仓储系统中多层仓储货架的长

度；H 为三维紧致化仓储系统中多层仓储货架的高
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度；S 为一条传送带的长度；vc 为回路传送带的速度；

vh 为存取机器运行时水平方向的移动速度；vv 为存取

机器运行时垂直方向的移动速度；a=L/vh 为三维紧致

化 仓 储 系 统 中 多 层 仓 储 货 架 的 长 度 （ 时 间 单

位）；b=L/vv 为三维紧致化仓储系统中多层仓储货架

的高度（时间单位）；c=(2×S)/vc 为内（外）传送带

的长度（时间单位）；tW 为存货去程所需时间；tU 为

取货回程所需时间；t0 为堆垛机在拣取点拾起货物和

在存储点放下货物的时间；tD 为堆垛机从存储点到另

一个拣取点的行程时间；tH 为等待时间，即如果传送

带运输货物的时间 tR 大于堆垛机到达拣取点的时间

（tW+tD），就会产生等待时间 tH=max{0,tR−(tW+tD)}；

EDC 为三维紧致化仓储系统中在双命令下的存取货物

的期望时间；tW 为堆垛机在水平方向上从系统出入口

出发到达存货点的时间，堆垛机等待传送带移出空位

用于存储的时间，以及载货托盘在垂直方向上从系统

出入口出发到达存货点的时间的最大值；tU 为堆垛架

和载货托盘将单位货物从取货位置运送到系统出入

口的时间的最大值；t0 为堆垛机在拣取点拾起货物和

在存储点放下货物的时间，在这里 t0 是一个常数，但

为了简化分析，假设 t0 为 0，Hausman 等[15]认为与堆

垛机总使用时间相比，这些时间很小。假设（X, Y, Z）

分别为三维紧致化仓储系统中水平、载垂直和深度 3

个方向的一个坐标点，分别代表堆垛机水平移动方

向、载货托盘垂直移动方向和传送带深度移动方向。

因为研究采取随机存储策略，所以取货的期望时间可

以被描述成一定的概率分布，因此三维紧致化仓储系

统的双命令行程期望时间可以表达为： 
DC W U D H( ) ( ) ( ) ( )E E t E t E t E t      (1) 

1.2.2  双命令下存取货物去程期望时间 E(tW)的推导 

因为 tW 是堆垛机在水平方向上从系统出入口出

发到达存货点的时间，堆垛机等待传送带移出空位用

于存储的时间，以及载货托盘在垂直方向上从系统出

入口出发到达存货点的时间的最大值；又因为（X, Y, 

Z）分别为三维紧致化仓储系统中水平、载垂直和深

度 3 个方向的一个坐标点，分别代表堆垛机水平移动

方向、载货托盘垂直移动方向和传送带深度移动方

向；所以 tW 是 X, Y, Z 中的最大值，f(w)是双命令下存

取货物去程的期望时间 tw 的概率密度函数，故 E(tW)

可以用式（2）表达。 
max( , , )

W 0
( ) ( )d

a b c
E t wf w w    

 (2) 

因为 a, b,和 c 之间的大小关系不确定，所以一共

存在着 6 种情况。如果 a 是最大值，则有 b≤c≤a 和 c

≤b≤a2 种情况。如果 b 是最大值，则有 c≤a≤b 和

a≤c≤b2 种情况。如果 c 是最大值，则有 a≤b≤c

和 b≤a≤c2 种情况。 

1）b≤c≤a，则去程期望时间可以表示为： 

W 0
( ) ( )d

a
E t wf w w   

 (3) 

使 F(w)记做是取货去程时间 tW 小于或等于 w 的

概率分布函数，F(w)可以用式（4）表达。 

W( ) ( ) (max{ , , } )

( ) ( ) ( )

F w P t w P X Y Z w

P X w P Y w P Z w

 

  

≤ ≤

≤ ≤ ≤
     

(4)
 

因为研究使用的是随机存储，位置坐标是均匀分

布的，所以有： 

/ , if 0
( )

1, if

w a w a
P X w

a w


  

≤
≤

 
 (5) 

/ , if 0
( )

1, if

w b w b
P Y w

b w


  

≤
≤

 
 (6) 

/ , if 0
( )

1, if

w c w c
P Z w

c w


  

≤
≤

 
 (7) 

因此由式（5），（6）和（7）可得： 
3

2

2

/ , if 0

/ , if( )
/ , if

1, if

3 / , if 0

2 / , if
( )

1/ , if

0, if

w abc w b

w ac b w cF w
w a c w a

a w

w abc w b

w ac b w c
f w

a c w a

a w

 

  


 
 


 


 

≤

≤

≤

≤

≤

≤

 

 (8) 

则： 
3 2 3 3 2

1 W 0

3 2 2 6
( ) d d d

12

b c a

b c

w w w b c a c
E t w w w

abc ac a ac

 
     

 

 (9) 
2）c≤b≤a，则去程期望时间可以表示为： 

W 0
( ) ( )d

a
E t wf w w   

 (10) 

并且 P(X≤w), P(Y≤w)和 P(Z≤w)的表达式分别

与式（5），式（6）和式（7）相同，因此，F(w)和 f(w)

的表达式为： 
3

2

2

/ , if 0

/ , if( )
/ , if

1, if

3 / , if 0

2 / , if
( )

1/ , if

0, if

w abc w c

w ac c w bF w
w a b w a

a w

w abc w c

w ac c w b
f w

a b w a

a w

 

  


 
 


 


 

≤

≤

≤

≤

≤

≤

 

 (11) 

则： 
3 2 3 3 2

2 W 0

3 2 2 6
( ) d d d

12

c b a

c b

w w w c b a b
E t w w w

abc ab a ab

 
     

 

 

(12) 
3）b≤a≤c，则去程期望时间可以表示为： 

W 0
( ) ( )d

c
E t wf w w   

 (13) 
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因此，按上述 1）和 2）的求解方法同理可得： 
3 2 3 3 2

3 W 0

3 2 2 6
( ) d d d

12

b a c

b a

w w w b a ac
E t w w w

abc ac c ac

 
     

                 

(14)

 

4）a≤b≤c，则去程期望时间可以表示为： 

W 0
( ) ( )d

c
E t wf w w   

 (15) 

因此，按 1）和 2）的求解方法同理可得： 
3 2 3 3 2

4 W 0

3 2 2 6
( ) d d d

12

a b c

a b

w w w a b bc
E t w w w

abc bc c bc

 
     

 

(16) 
5）a≤c≤b，则去程期望时间可以表示为： 

W 0
( ) ( )d

b
E t wf w w   

 (17) 

因此，按 1）和 2）的求解方法同理可得： 
3 2 3 3 2

5 W 0

3 2 2 6
( ) d d d

12

a c b

a c

w w w a c b c
E t w w w

abc bc b bc

 
     

 
(18) 

6）c≤a≤b，则去程期望时间可以表示为： 

W 0
( ) ( )d

b
E t wf w w   

 (19) 

因此，按上述 1）和 2）的求解方法同理可得： 
3 2 3 3 2

6 W 0

3 2 2 6
( ) d d d

12

c a b

c a

w w w c a ab
E t w w w

abc ab b ab

 
     

  
(20) 

1.2.3  双命令下存取货物回程期望时间 E(tU)的推导 

tU 为堆垛架和载货托盘将单位货物从取货位置

运送到系统出入口的时间的最大值，即 tU 是 X 与 Y

值中取最大值， f(u)为双命令下存取货物回程的期  

望时间 tU 的概率密度函数，故 E(tU)可以用式（21）

表达。 
max( , )

U 0
( ) ( )d

a b
E t uf u u   

 (21) 

按照 a 和 b 的大小关系，可以分为 b≤a 或 a≤b

这 2 种情况进行分析。 

1）b≤a。 

U 0
( ) ( )d

a
E t uf u u   

 (22) 

使 F(u)记做双命令下存取货物回程时间 tU 小于

或等于 u 的概率分布函数，又堆垛机和载货托盘在运

行时是相互独立的，所以 F(u)可以用式（22）表达。 

U( ) ( ) (max( , ) )

( ) ( )

F u P t u P X Y u

P X u P Y u

  



≤ ≤

≤ ≤   
(23)

 

因为是采用的是随机存储策略，坐标位置是均匀

分布的，所以有： 

/ , if 0
( )

1, if

u a u a
P X u

a u


  

≤
≤

 
 (24) 

/ , if 0
( )

1, if

u b u b
P Y u

b u


  

≤
≤

 
 (25) 

由式（24）和（25）可得： 

2 / , if 0

( ) / , if

1, if

2 / , if 0

( ) 1/ , if

0, if

u ab u b

F u u a b u a

a u

u ab u b

f u a b u a

a u

 


  
 


 
 

≤

≤

≤

≤

 

 (26) 

则： 
2 2

1 U 0

2
( ) d d

6 2

b a

b

u u b a
E t u u

ab a a
    

 
 (27) 

2）a≤b，则： 

U 0
( ) ( )d

b
E t uf u u   

 (28) 

按上述方法，同理可得： 
2 2

2 U 0

2
( ) d d

6 2

a b

a

u u a b
E t u u

ab b b
    

 
 (29) 

1.2.4  双命令下存取货物存储点到拣取点期望时间

E(tD)的推导 

tD 为堆垛机从存储点到另一个拣取点的行程时

间，这是 2 个随机选择点的行程时间。Bozer 和 White

在其研究中证明出了 E(tD)的表达式。 

D

2

2 2 2

2 3

D

2 2 2
if 0

( ) 2 / / 2 / 2 /

2 2 if 1

1
( )

3 6 30

t

d d d
d

f d d d d

d

E t a


   
 

 

  
  

  
 

    
 

≤ ≤

≤  

(30) 
其中 β=b/a，则： 

2 3

D 2 3

1
( )

3 6 30

b b
E t a

a a

 
    
   

 (31) 

2  自动化仓储系统出入口位置的优化 

郝晶晶 [13]在其研究中详细展开了单命令模式的

自动化仓储系统出入口的优化研究，利用假设出入口

在多层货架底端的位置进行分析，从而得到各种不同

的存取货物的期望时间模型。在该研究中，同样采  

用此假设方法，对系统出入口位置的假设及模型进行

分析。 

假设系统出入口位置在多层货架底端距底边最

左端的距离为 xa，x∈[0,1]，所以仓储系统水平长度

被分割为 xa 和(1−x)a，根据 xa, (1−x)a, b 和 c 之间的

关系，可以得到共计 24 种双命令下存取货物的期望

时间模型。 

1）xa≤b≤c≤(1−x)a。 

Subject to：  1 { 0,1 : 0 / ,0D x x b a x  ≤ ≤ ≤ ≤  

1 / ,0 0.5}c a x ≤ ≤  
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5 4 4 3 4 4
DC1

3 3 2 2 2 2

2 3 3 4

1
( 2 10 5

60

10 60 120 80

60 10 20 5 )

E a b c a b c a x
abc

a cx a bcx a bcx a bc

ab cx ac x b c c

    

   

    (32)

 

2）(1−x)a≤c≤b≤xa。 

Subject to：  2 { 0,1 : / 1,1 /D x c a x b a  ≤ ≤ ≤  

1,0.5 1}x x≤ ≤ ≤  

5 3 4 2 2 2
DC2

2 2 3 2 3

1
( 5 60

30

60 40 5 10 10 )

E a b c a b c a cx
ac

a cx a c b b c c

    

     (33)
 

3）b≤xa≤c≤(1−x)a。 

Subject to：  3 { 0,1 : / / , /D x b a x c a b a  ≤ ≤ ≤  

1 / , / 0.5}x c a b a x≤ ≤ ≤  

5 3 4 2 3 3 2 2
DC3

2 2 2 3 2 3

1
( 5 5 45

30

60 40 15 5 10 5 )

E a b c a b c a x a cx
ac

a cx a c ac x b b c c

     

      (34)
 

4）b≤c≤xa≤(1−x)a。 

Subject to：   4 0,1 : / 0.5D x c a x  ≤ ≤  

5 3 4 2 2 2 2
DC4

2 3 2 3

1
( 5 60 60

30

40 5 10 10 )

E a b c a b c a cx a cx
ac

a c b b c c

     

   (35)
 

5）b≤xa≤(1−x)a≤c。 

Subject to ：  5 { 0,1 :1 / 0.5,D x c a x   ≤ ≤  

/ 0.5}b a x≤ ≤  

5 3 4 2 3 2 3
DC5

3 2 2 2 2 2

3 2

1
( 5 15 15

30

5 30 30 25 15

5 10 )

E a b c a b c a x a x
ac

a a cx a cx a c ac

b b c

     

    

  
(36)

 

6）xa≤b≤(1−x)a≤c。 

Subject to ：  6 { 0,1 :1 / / ,D x c a x b a   ≤ ≤  

1 / 0.5}c a x ≤ ≤  

3 3 4
DC6

2 2 4 4 4 3

5 4 2 2 2 2

1
(10 10 5

60

10 ( 3 3 ) 5 10

2 50 60 30 )

E b c a b
abc

ab xb xbc c a x a b c

a b c a bc a bcx a bcx

   

    

    

 (37) 

7）xa≤(1−x)a≤b≤c。 

Subject to：   7 0,1 :1 / 0.5D x b a x   ≤ ≤  

4 4 3 3 3 4
DC7

3 3 3 2 3 3 2 2

2 2 3 2 2

1
( 2 10 10

60

20 30 20 5 30

30 10 20 10 30 30 )

E a b c a b c a x
bc

a x a x a x a a cx

a cx a c abc b b c bc

    

    

    

 

(38)

 

8）b≤(1−x)a≤c≤xa。 

Subject to ：  8 { 0,1 : / 1 / ,D x c a x b a  ≤ ≤   

1 / 1 / ,0.5 1 / }c a x b a x b a  ≤ ≤ ≤ ≤  

5 3 4 2 3 3 3 2
DC8

3 3 2 2 2 2

2 2 3 2 3

1
( 5 5 15

30

15 5 45 30 25

15 15 5 10 5 )

E a b c a b c a x a x
ac

a x a a cx a cx a c

ac x ac b b c c

     

    

     

 

(39)

 

9）b≤c≤(1−x)a≤xa。 

Subject to：   9 0,1 : 0.5 1 /D x x c a  ≤ ≤  

5 3 4 2 3 2 3
DC9

3 2 2 2 2 2

3 2

1
( 5 15 15

30

5 30 30 25 15

5 10 )

E a b c a b c a x a x
ac

a a cx a cx a c ac

b b c

     

    

  

 

(40)

 

10）b≤(1−x)a≤xa≤c。 

Subject to ：  10 { 0,1 : 0.5 1 / ,D x x b a  ≤ ≤  

0.5 / }x c a≤ ≤  

5 3 4 2 3 2 3
DC10

3 2 2 2 2 2

3 2

1
( 5 15 15

30

5 30 30 25 15

5 10 )

E a b c a b c a x a x
ac

a a cx a cx a c ac

b b c

     

    



 
(41)

 

11）(1−x)a≤b≤xa≤c。 

Subject to ：  11 { 0,1 : / / ,D x b a x c a  ≤ ≤  

1 / / ,0.5 1}b a x c a x ≤ ≤ ≤ ≤  

4 4 3 2
DC11

3 2 2 4 2 4 3

4 4 4 3 5 4 2 2 2

1
(5 20 5 10 (3

60

2 3 3 ) 30 20

5 10 2 20 30 )

E a a x b ab bc b x
abc

a b c bcx a x a x

a x a b c a b c a bc a bcx

     

     

     

 

(42) 
12）(1−x)a≤xa≤b≤c。 

Subject to：   12 0,1 : 0.5 /D x x b a  ≤ ≤  

4 4 3 3 3 4
DC12

3 3 3 2 3 3 2 2

2 2 3 2 2

1
( 2 10 10

60

20 30 20 5 30

30 10 20 10 30 30 )

E a b c a b c a x
bc

a x a x a x a a cx

a cx a c abc b b c bc

    

    

      

(43) 

13）到 24）的推导形式类似于以上 12 种情况，

为了简化求解过程，文中只展示 1）到 12）的模型的

存取货物期望时间。 

1）xa≤b≤c≤(1−x)a。根据式（32），可以得到：

 
    4 3 3 2 2 2 2

DC1

4 6 2 6 12 2 2

12

a x a cx ac b c a bc x
E x

abc


    
 。 

因 为 x ≤ 0.5, b ≤ c ， 所 以 可 以 得 到 ：

    4 3 3 2 2 2 24 6 2 6 12 2 2

12

a x a cx ac b c a bc x

abc

    
≤  

4 3 2
2

2

9 3
2

2 2 2

6

a a c a
ac c

a c

 
    

  。 
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因为 c≤0.5a，所以可得：

4 3 2
2

2

9 3
2

2 2 2

6

a a c a
ac c

a c

 
    

 ≤ 

4 4 2
2 2

3

9 3 1

2 4 2 4

3

a a a
a a

a

 
    

  =0 

所以得证，EDC1(x)是 x 的减函数，故 x 等于 0.5

时 EDC1(x)取得最小值。 
2）(1−x)a≤c≤b≤xa。根据式（33）可以得到：

 
 2 2

DC2

12 24

6

a c a cx
E x

ac


 
 。因为 x≥0.5，所以可

以得到：
   2 2 2 212 24 12 12

0
6 6

a c a cx a c a c

ac ac

   
≥ ，

则得证，EDC2(x)是 x 的增函数。故 x 等于 0.5 时 EDC2(x)

取得最小值。 
3）b≤xa≤c≤(1−x)a。根据式（34），可以得到：

 
3 2 2 2 2

DC3
3 18 12 3

6

a x a cx a c ac
E x

ac


  
 。因为 x≤0.5，

所 以 可 以 得 到
3 2 2 2 23 18 12 3

6

a x a cx a c ac

ac

  
≤  

3 2 2 23
9 12 3

4
6

a a c a c ac

ac

  

。
又 因 为 c ≤ 0.5a ， 所 以

3 2 2 2 3 3 3 3

2

3 3 9 3
9 12 3 6

4 4 2 4 0
6 3

a a c a c ac a a a a

ac a

     
≤ 。

则得证，EDC3(x)是 x 的减函数，故等于 0.5 时 EDC3(x)

取得最小值。 
4）b≤c≤xa≤(1−x)a。根据式（35），可以得到：

 
 2 2

DC4

12 24

6

a c a cx
E x

ac


 
 。因为 x≤0.5，所以可

以得到
   2 2 2 212 24 12 12

0
6 6

a c a cx a c a c

ac ac

   
≤ 。则

得证，EDC4(x)是 x 的减函数，故 x 等于 0.5 时 EDC4(x)

取得最小值。 
5）b≤xa≤(1−x)a≤c。根据式（36），可以得到：

 
 2 3 3 2

DC5

6 6 3 12

6

a c a x a a cx
E x

ac


   
 。因为 x≤0.5，

所 以 可 以 得 到 ：
 2 3 3 26 6 3 12

6

a c a x a a cx

ac

   
≤  

 2 3 3 26 3 3 6
0

6

a c a a a c

ac

   
 。可以得证，EDC5(x)是 x

的减函数，故 x 等于 0.5 时 EDC5(x)取得最小值。 
6）xa≤b≤(1−x)a≤c。根据式（37），可以得到：

 
2 3 3 2 2 2

DC6
( 3 ) 6 ( 1) 2 3 ( ( 1) )

6

b b c abc x a x a b x cx
E x

bc


      
  

因 为 x ≤ 0.5, b ≤ 0.5a ， 所 以
2 3 3 2 2 2( 3 ) 6 ( 1) 2 3 ( ( 1) )

0
6

b b c abc x a x a b x cx

bc

      
≤ 。

可以得证，EDC6(x)是 x 的减函数，故 x 等于 0.5 时

EDC6(x)取得最小值。 

7）xa≤(1−x)a≤b≤c。根据式（38），可以得到：

 
 3 3 3 2 3 3 2 2

DC7

8 12 12 4 12 6

12

a x a x a x a ca x ca
E x

bc


      
 。 

因 为 x ≤ 0.5 ， 所 以  DC7E x ≤  

 3 3 3 3 2 23 6 4 6 6
0

12

a a a a ca ca

bc

      
 。 可 得 证 ，

EDC7(x)是 x 的减函数，故 x 等于 0.5 时 EDC7(x)取得最

小值。 

8）b≤(1−x)a≤c≤xa。根据式（39），可以得到：

 
 3 2 3 3 2 2 2

DC8

3 6 3 18 6 3

6

a x a x a a cx a c ac
E x

ac


     
 。 

因 为 x ≤ 0.5 ， 所 以 可 得 ：

 3 2 3 3 2 2 23 6 3 18 6 3
0

6

a x a x a a cx a c ac

ac

     
≤ 。可以

得证，EDC8(x)是 x 的减函数，故 x 等于 0.5 时 EDC8(x)

取得最小值。 

9）b≤c≤(1−x)a≤xa。根据式（40），可以得到：

 
 2 3 3 2

DC9

6 6 3 12

6

a c a x a a cx
E x

ac


   
 。因为 x≥0.5，

所以可以得到：
 2 3 3 26 6 3 12

0
6

a c a x a a cx

ac

   
≥ 。可

以得证，EDC9(x)是 x 的增函数，故 x 等于 0.5 时 EDC9(x)

取得最小值。 

10）b≤(1−x)a≤xa≤c。根据式（41），可以得到：

 
 2 3 3 2

DC10

6 6 3 12

6

a c a x a a cx
E x

ac


   
 。 因 为 x ≥

0.5，所以可以得到：
 2 3 3 26 6 3 12

0
6

a c a x a a cx

ac

   
≥ 。

可以得证，EDC10(x)是 x 的增函数，故 x 等于 0.5 时

EDC10(x)取得最小值。 

11）(1−x)a≤b≤xa≤c。根据式（42），可以得到：

 
3 2 3 3 2 2 2

DC11
3 2 ( 1) 6 3 ( ( 1) )

6

b b c a x abcx a c x bx
E x

bc


       
 。 

因为 x≥0.5, b≤c, b≤0.5a 所以可以得到：
3 2 3 3 2 2 23 2 ( 1) 6 3 ( ( 1) )

6

b b c a x abcx a c x bx

bc

       
≥  

2

2

2 2 (2 4 )
0

24

b b b b

b

  


（ ）
。 

可以得证，EDC11(x)是 x 的增函数，故 x 等于 0.5

时 EDC11(x)取得最小值。 
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12）(1−x)a≤xa≤b≤c。根据式（41），可以得到：

 
 3 3 3 2 3 3 2 2

DC12

8 12 12 4 12 6

12

a x a x a x a ca x ca
E x

bc


      
 。 

因 为 x ≥ 0.5 ， 所 以 可 以 得 到 ：

 3 3 3 2 3 3 2 28 12 12 4 12 6
0

12

a x a x a x a ca x ca

bc

      
≥ 。 

可以得证，EDC12(x)是 x 的增函数，故 x 等于 0.5

时 EDC12(x)取得最小值。 

13）—24）的证明过程与上述 12 种类型相似，

为了简化求解过程，文中只展示 1）—12）模型的存

取货物期望时间证明求解过程。 

综合上述证明，文中可得到结论，当 x 等于 0.5

时，即系统出入口（I/O）在三维紧致化仓储系统多

层仓储货架底端的中点位置时，整个仓储系统在双命

令下的存取货物的期望行程时间最短。 

3  结语 

研究结果得出，在双命令存储模式下，三维紧致

化仓储系统的系统出入口的位置在货架底端中点位

置时，整个仓储系统在双命令下的存取货物的期望行

程时间最短。研究的创新在于对单命令存储模式下系

统出入口的优化设计进行改进，用更为实际的双命令

存储模式下的自动化仓储系统为载体，研究了系统出

入口在整个仓储系统中的最优位置。 
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