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串联式球面剪叉机构的运动学建模与轨迹规划 
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摘要：目的 研究一种用于球体表面装饰的串联式球面剪叉机构的运动学性能与轨迹规划。方法 运用螺

旋理论和修正的 Kutzbach-Grübler 公式计算机构的自由度，利用球面三角运算法则和坐标变换法，建立

串联式球面剪叉机构的运动学模型，并采用 Denavit-Hartenberg（D-H）四元数法对机构进行正运动学和

逆运动学的求解，利用 Matlab 软件进行机构的工作空间求解，利用 SolidWorks 动态仿真法对机构进行

轨迹规划，并进行运动性能分析。结果 通过实例得出了机构在球面上按给定轨迹运行时的运动规律与

实际规划轨迹的运动规律性能相符。结论 串联式球面剪叉机构具有工作空间大、运动灵活、运动性能

良好等优点，适用于在球体外包装表面上雕刻、喷绘以及其他相关应用领域。 
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Kinematics Modeling and Trajectory Planning of Series Spherical Scissors Mechanism 

WANG Xiu-jiao, LI Rui-qin, FAN Xiao-qin, GUO Wang-wang 

(School of Mechanical Engineering, North University of China, Taiyuan 030051, China) 

ABSTRACT: The work aims to study the kinematic performance and trajectory planning of a series spherical scissors 

mechanism used in spherical surface decoration. The degree of freedom of the mechanism was calculated by screw theory 

and modified Kutzbach-Grübler formula. The kinematics model of the series spherical scissors mechanism was estab-

lished by spherical triangle operation rule and coordinate transformation method. The forward kinematics and inverse 

kinematics of the mechanism were solved by Denavit-Hartenberg (D-H) quaternion method. The workspace of the mech-

anism was solved by Matlab software. The trajectory planning of the mechanism was simulated by SolidWorks dynamic 

simulation method and the kinematic performance was analyzed. Through the example, the kinematic performance of the 

mechanism running according to a given trajectory on the sphere was proved to be consistent with that according to actual 

planned trajectory. The mechanism has the advantages of large workspace, flexible movement and good motion perfor-

mance and is suitable for engraving and spray painting on the spherical surface, and other related application fields. 

KEY WORDS: spherical scissors mechanism; kinematics; D-H quaternion method; trajectory planning 

球面机构的特点是转动副轴线汇交于一点，球面

机构始终围绕球心转动，且机构上的各点始终在球面

上运动[1—2]。Mira 等[3]提出了一种基于可展开剪叉式

棚屋，进行了结构设计、有限元分析，且实验验证了

该机构的可行性。Kocabas[4]采用投影法分析了单自

由度球面平行四边形机构的空间运动特性，结果证明
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可作为夹持机构。球面剪叉机构作为球面机构的一种

具有可展性好、组合方便等特点，已用于肩关节康复、

建筑、桥梁设计等领域[5—8]。 
李端玲[9]、Bai[10]、刘伟等[11]从不同角度研究了

球面剪叉机构的运动特性。李端玲等研究了任意个球

面剪叉机构构成的球面可展机构的运动特性，开发了

此类可展机构的通用运动学分析软件，实现对机构运

动学的自动分析。Bai 等研究了双平行四边形串联球

面机构，采用 D-H 法对其进行了运动学分析。刘伟

等通过改变 5R 机构尺寸和位置实现重构，利用旋量

理论对机构进行运动学分析。 
文中采用一种串联式球面剪叉机构用于球面图

案的雕刻与喷绘，对其进行运动学分析和工作空间求

解，给出应用实例，对机构进行轨迹规划及运动性能

分析[12]。 

1  串联式球面剪叉机构的自由度特性 

串联式球面剪叉机构由 2 个球面四边形和一个

末端杆串联组成，见图 1。2 个球面四边形与基座通

过转动副连接。交叉弧形杆的杆长是其余弧形杆杆长

的 2 倍，所有弧形杆通过转动副连接，且所有转动副

的转动轴线都交于一点，即球心。机构的所有点都在

球面上运动。 

 

 
 

图 1  串联式球面剪叉机构构型 
Fig.1 Configuration of the series spherical  

scissors mechanism 

 
建立串联式球面剪叉机构的螺旋坐标系，见图 2。

z 轴沿与基座连接的杆件的转动副轴线方向。 

由螺旋理论可得，中间 2 个串联剪叉机构的反 

螺旋： 

 
 
 

1

2

3

1 0 0 ; 0 0 0

0 1 0 ; 0 0 0

0 0 1 ; 0 0 0

r

r

r

  
  

 

S

S

S
 

 (1) 

由反螺旋可知，机构分别沿 3 个坐标轴的移动自

由度被约束。采用修正的 Kutzbach-Grübler 公式[13]

计算机构的自由度 M，即： 

 
 

图 2  运动螺旋 
Fig.2 Kinematic screw 
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式中：d 为机构的阶数；n 为机构的构件数目；g

为运动副数目；fi 为第 i 个运动副的自由度数目； 为

冗余自由度数目；  为局部自由度数目。 

结合剪叉机构的运动特性可知，机构只有一个绕

通过球心的轴线的转动自由度，且该轴线垂直始末 2

点连线圆弧所在的平面。除此之外，机构还包括一个

串联球面机构整体绕通过基座连接转动副轴线转动

的自由度和末端杆绕末端连接转动副的转动自由度，

因此该串联机构一共有 3 个转动自由度。 

2  串联式球面剪叉机构的运动学分析 

2.1  正向运动学分析 

由于串联式球面剪叉机构与单个剪叉机构的运

动特性完全相同，所以取单个剪刀机构进行运动学分

析。记弧形杆对应的圆心角为 α，杆件关节角记为 φi

（i=1, 2, 3, 4），3个转动对应的输入角为 θi（i=1, 2, 3），

方向定义为顺时针为负，逆时针为正。以过球体球心

的横截面为参考面（图 3 中灰色部分）。根据 Querfelli

和 Kumar[14]证明的方法建立如图 3 所示的连杆坐标

系，以球心 O 为坐标原点，建立固定坐标系 O-x0y0z0，

建立各杆件的动坐标系 O-xiyizi，zi（i=1, 2, 3, 4）轴与

杆件左侧转动副轴线重合，xi（i=1, 2, 3, 4）轴垂直于

弧形杆所在圆弧面。相应的 Denavit-Hartenberg（D-H）

参数见表 1。 

记串联机构末端杆的坐标系为{A}，坐标系{A}

中的矢量记为 AP，用四元数[15]表示为 AP，在固定坐

标系 O-x0y0z0 中表示为 OP。 

由于只有旋转变换，则由 D-H 四元数法表示机

构的运动学方程式为： 



·164· 包 装 工 程 2019 年 4 月 

 
 

图 3  连杆坐标系 
Fig.3 Coordinate systems of the connecting rod 

 
表 1  机构的 D-H 参数 

Tab.1 D-H parameters of the mechanism 

弧形杆 i αi1 φi 

1 0 φ1 

2 0 φ2 

3 α −φ2
 

4 α −φ4
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由于姿态方程是由旋转变换得到，旋转变换 rom

足以确定末端姿态，因此，可将姿态方程（3）简     

化为： 
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式中：i, j, k 为四元数的虚部。 
式（4）整理得： 

1 1 2 2

2 2

4 4

cos k sin cos k sin
2 2 2 2

cos i sin cos k sin
2 2 2 2

cos i sin cos k sin
2 2 2 2

O    

  

  

         
  

              
           

P

 

 

(5)

 

经计算，得出末端姿态的四元数表示为： 

 

 

1 4

2 2 1 4
1 4

21 2 4 1 4

1 4

1
cos cos

2

1
sin cos ( cos cos sin i

2 2 2 2

sin cos sin sin sin cos j
2 2 2 2 2

1
cos sin k

2

O   

  
   

    
   

  

  

            
         

    
   

P

                       (6) 

2.2  逆运动学分析 

运动学逆解是已知末端杆姿态求各杆件关节角

φi（i=1,2,3,4,5），即姿态方程： 
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式（7）中实部与虚部对应相等，可得： 
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即： 
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(9) 
由式（9）可得运动学逆解。 
由图 3 各杆件之间的关系及球面三角形原理， 

可得： 
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2.3  工作空间分析 

串联式球面剪叉机构的工作空间是指末端杆参

考点能够到达的点的集合。当驱动杆在一定的角度

范围内运动时，机构的工作空间为球面的一部分，

实际应用中，是需要考虑各种干涉条件，以求得干

涉条件下的工作空间。给定机构的结构参数及运动

参数见表 2。 

在 Matlab 中进行编程得到机构的工作空间，见

图 4。 
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表 2  机构的结构参数及运动参数 
Tab.2 Structure parameters and kinematic parameters of the mechanism 

弧形杆 

半径 r/mm 

弧形杆对应的 

圆心角 α/(°) 

输入变量 θ1 的 

运动范围/rad 

输入变量 θ2 的 

运动范围/rad 

输入变量 θ3 的 

运动范围/rad 

60 35 [0, 2π] [π/9, 2/3π] [0, π] 

 

 
 

图 4  机构的工作空间 
Fig.4 Workspace of the mechanism 

 
由图 4 可以看出，球面剪叉机构的工作空间是以

弧形杆为半径球体上的一部分。通过改变输入参数

θ1，θ2，θ3 可改变机构末端执行器所达工作空间的   

位置。 

3  轨迹规划及仿真分析 

3.1  轨迹规划 

通过 SolidWorks 在机构的工作空间内绘制球体

上的五角星轨迹，并将轨迹矢量化获得轨迹的数据

点，将数据导入到 Matlab 软件通过编程得到所规划

的球面轨迹，见图 5。 
在 SolidWorks 中建立机构的三维模型，将轨迹

数据点制作成 SolidWorks 中 Motion 模块的数据点驱

动文件，直接驱动机构末端执行器参考点即刻刀位

置，完成目标轨迹的绘制，见图 6。 
 

 
 

图 5  球面五角星轨迹 
Fig.5 Spherical pentagram trajectory 

 
 

图 6  运动轨迹 
Fig.6 Motion trajectory 

3.2  仿真结果分析 

由于机构走过五角星中 5 个角时的运动规律相

同，所以取 14 s之内末端杆画过五角星的第 1个角（即

从图 6a 位置运行到图 6b 位置对应的角）时的角位移、

角速度和角加速度的运动性能变化规律进行分析，见

图 7。由图 7 可以看出，角位移曲线与 14 s 内的轨迹

曲线完全吻合；4 s 时机构处于五角星的一个角的拐

点，角速度和角加速度也有相应的变化，由此验证了

机构运动的正确性以及机构的灵活性较好，能够适应

较为复杂的图案。 
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图 7  串联式球面剪叉机构的运动学变化规律 
Fig.7 Kinematics results of the series spherical  

scissors mechanism 

4  结语 

串联式球面剪叉机构具有结构简单、可展性好

且可以多级串联的优势。基于 D-H 四元数法对机构

进行了正逆运动学分析。通过 Matlab 编程求得机构

的工作空间。基于机构的运动特性，以五角星图案

为实例，对机构进行了轨迹规划。应用 SolidWorks

软件对机构进行角位移、角速度、角加速度仿真。

结果表明，串联式球面剪叉机构运动灵活、工作空

间大，适合于在球体外表面上雕刻、喷绘图案的实

际应用中。 
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