
 包 装 工 程 第 40 卷  第 7 期 

·168·      PACKAGING ENGINEERING  2019 年 4 月 

                            

收稿日期：2018-12-24 

作者简介：陈水胜（1969—），男，硕士，湖北工业大学副教授，主要研究方向为机械设计制造及其自动化方向。 

基于瓦楞辊齿廓啮合理论的运动学方程 

陈水胜，孔加超，陈梦婷，周世棠 
（湖北工业大学 机械工程学院，武汉 430068） 

摘要：目的 为了优化瓦楞辊的齿形结构，研究瓦楞辊各齿廓啮合点的运动学方程，并对其啮合非线性

方程组求解，得到运动学分析图谱。方法 利用微分几何和相对运动学原理建立齿廓函数，采用加权拟

牛顿法，并编制相应计算程序，对各齿廓啮合点运动学方程进行求解。结果 通过计算实例，将 U，V

和 UV 型瓦楞辊各类楞型的原始参数代入啮合方程计算，得到一一对应的运动学性能分析图谱。该图谱

显示瓦楞纸板成型时，瓦楞辊齿廓啮合引起的中心距变化规律一致，仅是对称于不同的分度角坐标轴，

满足传动比 i=φ2/φ1=−1，且满足齿形侧楞平行条件，φ2−φ1=180°，即两切线平行时为啮合的交替点。结

论 该图谱揭示了楞型尺度参数与瓦楞辊工作时转角速度、中心距变化加速度和位移的关系，并能评价

各类楞型运动性能的优劣，给瓦楞辊的设计制造与误差分析提供了依据，特别是为其运动学、动力学和

加工原理分析奠定了理论基础。 
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Kinematics Equation Based on the Tooth Profile Meshing Theory of Corrugated Roller 

CHEN Shui-sheng, KONG Jia-chao, CHEN Meng-ting, ZHOU Shi-tang 

(School of Mechanical Engineering, Hubei University of Technology, Wuhan 430068, China) 

ABSTRACT: The work aims to study kinematics equations of tooth profile meshing point and solve the nonlinear equa-

tions of meshing to obtain the analysis diagram of kinematics performance in the optimization of corrugated roller tooth 

structure. Based on differential geometry and principle of relative kinematics, the tooth profile functions were established 

and  the Weighed Quasi Newton method was used to solve the kinematics equations of tooth profile meshing point with 

the calculation program. Through the calculation example, the original parameters of U, V and UV corrugated rollers were 

substituted into the meshing equation for calculation, and the analysis diagram of kinematics performance was obtained. 

The diagram showed that the variation of center distance caused by the meshing of the tooth profile of corrugated roller 

was consistent when the corrugated board was formed and was only symmetric on the different indexing angle coordinate 

axis and in conformity with transmission ratio, i=φ2/φ1=−1 and the parallel conditions of side-corrugated tooth profile: 

φ2−φ1=180°, namely the meshing alternating points when the two tangents were parallel. The diagram reveals the rela-

tion between corrugated scale parameters with the angular velocity of the corrugated roller at work, acceleration and dis-

placement of variation in center distance and evaluates the kinematic performance of various types of corrugated rollers, 

thus providing the basis for error analysis and design calculation of corrugated roller, and laying a theoretical foundation 

for the analysis of kinematics, dynamics and machining principle specially. 
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现在商业上使用的装运容器，最普通的是瓦楞纸
箱[1]。瓦楞纸箱占包装的 80%，今年中国瓦楞箱纸年
产量为 4000 余万 t，瓦楞纸板生产线有 2000 余条，
最高车速为 200～250 m/min，最低车速为 30～     
80 m/min[2—3]。单面瓦楞机是生产瓦楞纸板的核心机
器，瓦楞辊是单面瓦楞机的心脏[4]。瓦楞辊的齿形（楞
型）、精度和刚度直接影响到机器的性能和瓦楞纸的
产品质量，如振动、噪声和断楞等。目前为止，国内
外有关瓦楞纸板机的研究论文、资料公诸于众的甚
少，齿廓函数和啮合方程相关论文较少[5]。就齿形而
言，国内争议也很大，主要存在是“准渐开线齿廓”、
“复合曲线齿廓”等说法，自然在制造原理上就各行其
说了[6—7]。主要的制造方法有滚齿、仿型强行磨削和
先范成滚齿再仿型磨削等 [8]。研究瓦楞辊的啮合运 
动规律及磨损（寿命）[9]，以及动力学是十分重要的
任务。 

由于瓦楞纸板成型时，其楞型是由瓦楞辊齿形决

定的，因此，笔者在已建立的瓦楞辊齿廓函数和啮合

方程的理论研究之上，通过借助电子计算机编程，对

瓦楞辊的啮合非线性方程组运用拟牛顿法[10]，对啮合

点进行加权求解。文中分别就齿形 U，V，UV 型（瓦

楞纸型 A，B，E 型）具体参数进行运动学分析，得

出一一对应的齿形工作运动性能分析图谱；再从这族

图谱中优化综合瓦楞辊的最佳齿形（楞型）尺度参数

与运动参数的相互影响[11—12]，为瓦楞辊的设计与制

造奠定理论基础。 

1  齿廓啮合运动学方程 

要建立齿廓啮合运动学方程，首先要描述瓦楞辊

的标准参数及齿廓坐标，建立齿廓方程。然后根据啮

合理论及瓦楞纸成型时的啮合约束条件，依此确立两

瓦楞辊的啮合关系，可得到一对瓦楞辊共轭曲线的多

点啮合方程[13]。该运动方程揭示了辊齿啮合的运动规

律以及运动参数的关系，描述了楞型尺度参数与齿廓

啮合运动速度、加速度和位移的相互关系。 
该非线性多点啮合方程所描述的楞纸成型时各

个啮合点的运动情况、辊齿顶弧和齿沟弧以及各个啮

合点的起始参数见图 1—5，瓦楞纸在压力辊的辅助

作用压力下，经过主动瓦楞辊与被动瓦楞辊的齿形啮

合而成型，其啮合情况见图 1。 

辊齿啮合参数及其齿廓坐标见图 2。图 2 中，坐

标原点（O）为瓦楞辊 1 的中心点，y 轴是瓦楞主动

辊 1 和瓦楞被动辊 2 的中心连线，再以此中心连线的

垂线作为 x 轴，以便建立齿廓方程。其中， 1e ， 2e 分

别为 x 轴、y 轴的单位矢量；r1，r2 为圆 O1，O2 的半

径；K1，K2 分别为圆 O1、圆 O2 上任一点； 1p ， 2p

分别为点 K1，K2 的矢径；δ1，δ2 为 1e 分别到点 K1，

K2 的相角； 1R ， 2R 为圆心 O1，O2 的矢径；P1，P2

为圆 O1、O2 的切点；Kp 为内公切线 P1P2 上任一点；

p为点 Kp 的矢径。 
 

 
 

图 1  啮合情况 
Fig.1 Meshing condition 

 

 
 

图 2  啮合示意 
Fig.2 Schematic diagram of meshing 

 
齿廓参数见图 3。其中 R1 为齿顶圆弧中心圆半

径，r1 为顶圆弧半径，R2 为齿沟圆弧中心圆半径，r2

为沟圆弧半径，z 为齿数。两直线为顶弧与沟弧的内

公切线，组成辊的楞型，而顶沟弧半径、楞高和齿数

确定楞型，上述参数的不同确定瓦楞纸的楞型。 
部分齿廓曲线图见图 4，其中 a，b，c，d，e，f

为各曲线交点，曲线段 Г1，Г5 为顶弧，对应圆心为 A，

D；Г−1，Г3 为沟弧，对应圆心为 C，B；Г0，Г2，Г4

为顶、沟弧圆的内公切线。 
在辊 1、辊 2 分别建立动标架 σ(1)和 σ(2)见图 5，σ

与 σ(1)的原点重合， 1e 和 2e 为 σ里相互垂直的幺矢。 

文中基于瓦楞辊齿廓啮合理论，用微分几何和相

对运动学原理，参照图 1—5 所示坐标系来建立齿廓

的运动微分方程，可得出瓦楞辊 1，2 啮合方程，速

度、加速度和位移方程。数学模型及参数物理意义如

下所述。 
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图 3  瓦楞辊齿廓参数 
Fig.3 Parameters of corrugated roller tooth profile 
 

 
 

图 4  部分齿廓曲线 
Fig.4 Partial tooth profile curve 

 

 
 

图 5  啮合点矢量 
Fig.5 Vector diagram of meshing point 
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式（1—13）中：ρ1 和 ρ3 分别为切点 1，3 处的

矢径；δ1 和 δ2 为参变量；x 和 y 为 x，y 方向上的位

移；φ1 和 φ2 为辊 1 和辊 2 的分度圆；V(1)和 V(2)为

点 1 和点 2 的速度；a(1)和 a(2)为点 1 和点 2 的加速

度；A 为两辊中心距；R 为齿顶圆半径；r 为顶圆

弧半径。 
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2  具体齿廓段啮合运动学方程求解 

由于瓦楞辊齿廓曲线段啮合的非线性方程组较
复杂，而且涉及到齿顶圆、齿沟圆参数及半径参数这
类小变量参数，极其容易造成迭代中数值解的溢出，
因此选择一类合适的求解器极其重要，否则将难以得
到全部啮合解，文中选择 Matlab 求解器对啮合方程
组进行求解。 

求解时，应重点考虑以下 4 个方面的问题。 
1）因瓦楞辊的齿廓是分段的，可能啮合的齿廓

段有顶弧与沟弧、顶弧与切线。设辊 1 齿廓为  1
2 ，

辊 2齿廓为  2
2 ，对具体齿廓段下标 a将由文献[13]

所设曲线段序列数字表示。如辊 2 的顶弧 1 齿廓为
 2

1 。两辊齿廓是一样的。两辊齿廓的啮合，显然

一辊的顶弧必与另一辊的沟弧相啮合，首先是  2
1

和  1
3 的啮合，一个分度角之后是  2

3 和  1
1

的啮合。其中可能为顶弧与切线的啮合，以及两切线

的重合，如  2
2 和  1

2 。 

2）[  2
1  1

3 ]和[  2
3  1

1 ]啮合特征。

由于  2
1 和  1

3 所设的正侧方向一致，即法线方向

一致，则： 
   12 21n n                        (14) 

将以上约束条件代入以上相关各式后，经化简得

到相邻齿廓[  2
1  1

3 ]及[  2
3  1

1 ]交替啮

合的具体方程，即： 

1 2 2 1      ； 2 1 2 1        (15) 

辊 1 和辊 2 的任一对齿廓的啮合并非是定轴转动

时的一对共轭齿廓[14]。欲保证其正确的啮合，传动比

（i=ω/Ω）和中心距 A（O(1)O(2)）必然各以某规律变

化。方程组啮合点的各参数是待求的，即 δ1，δ2，φ1，

φ2，ω，Ω，A 及 dA/dt。ω 为已知量（主动辊输入的

运动），φ1 作为自动量。 
3 ） 齿 廓 啮 合 曲 线 段 的 边 界 值 及 两 切 线

（  2
2  1

2 ）平行的条件。 

由于齿廓（齿形曲线）是分段的，求解时还需要

定出齿廓段的边界。2 个相互啮合的齿廓任一个超出

其边界值，则齿廓啮合结束。各边界值可由文献[13]

中式（9）求得，再根据实际情况[15]齿廓 δ1，δ2 值的

取值范围为： 
0<δ1<90；

 
0<δ2<90
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平行。两辊齿廓是一样的，在平行时将有 2 点

（  2
1  1

3 ，  2
3  1

1 ）同时啮合，也可能

是两切线重合。通过对两切线方向的假设及实际情况

考察，得两切线  2
2 ，  1

2 平行时反向平行，其方
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σ(1)内，经转换的两切线平行的条件为： 

2 1      (17) 

4）求一对齿廓啮合点参数时，需解 6 个非线性

联立方程组，利用计算机数值解法，采用拟牛顿法。

初始值选得合适时，收敛相当快。为避免溢出，对初

值进行加权处理，以不同的排列配给，迭代次数达到

某一不太大的值或溢出，就给初值加权重新开始。顶、

沟弧啮合顶弧的顶点和沟弧的底点是在两辊的连心

线上啮合的。故得到一个啮合点的参数。 
 2

1 和  1
3 啮合： 2 0  ； 1 / 2   ；

1 0  ； 2 / 2   ； 1 2 1 2R R r r     ；d / d 0A t  ；

 2 2/A R r      。 

 2
3 和  1

1 啮 合 ： 2 / 2  ； 1   ；  

1 0  ； 2 / 2    ； 1 2 1 2R R r r     ；    

   2 2 1 1/R r R r    ； d / d 0A t  。 

该啮合点是求解顶、沟弧的各个啮合点的起

始参数，通过编程求解，得到了一段顶弧、沟弧

齿廓啮合满意的结果。瓦楞辊参数计算的程序框

图见图 6。 

 
 

图 6  参数计算程序 
Fig.6 Parameter calculation procedure 
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3  实例 

通过上述求解过程，得出啮合方程，将瓦楞辊的

参数代入啮合方程计算[16]。现有瓦楞辊原始数据：辊

外径为 280.32 mm；周节为 8.55 mm；z=103；h=4.6 

mm；r1=1.4 mm；r2=1.9 mm；δ=0.2286 mm；φ/2= 

(360/z)/2=1.7476。R2=(辊外径/2)−r2=138.76 mm；R2= 

R1+r1−h+r2=137.46 mm ； 实 际 r1=1.5143 mm ； 

r2=1.7857 mm；δ12=71.1358°，δ1b=−71.1358°，δab= 

247.641°。 

将以上数据代入啮合方程组解得结果：（  2
1 ，

 1
3 ）和（  2

3 ，  1
1 ）啮合时，中心距变化

一致，仅对称于不同轴。 
参照图 1—5 可以看出，对于一定齿数的瓦楞辊，

构成齿廓的顶弧、沟弧、齿高参数及其内公法线的位

置决定了辊齿的齿形结构，从而形成不同的瓦楞纸楞

型结构。根据楞型对纸板的强度、抗震性等使用性能

的影响，在包装行业通常将与之对应的瓦楞辊按齿形

分为 U，V，UV 型等。在工程实际中，一般把顶弧

与沟弧半径相近而齿高较大的齿形称为 U 型，把顶

弧半径较小、沟弧半径较大而齿高较小的齿形称为 V

型，介于 U 型和 V 型之间的齿形称为 UV 型，由此

获得对应的 A，B，E 型纸板，因此，根据啮合理论

建立运动学方程的数学模型，对于不同的齿形和楞型

结构，其本质是一样的。将 U，V，UV 型各类楞型

原始参数分别代入啮合方程计算，将结果通过加权拟

牛顿法，便可得到一一对应的楞型尺度参数与速度、

加速度、位移的啮合运动规律以及运动学分析图谱

族，见图 7。其中，中心距变化见图 7a，表示分度角

与中心距 A 与楞型的关系；啮合时分度角关系见

图 7b，表示瓦楞纸板成型时，2 个瓦楞辊分度角的关

系；分度角 φ2 与传动比 i 的关系见图 7c；两啮合点

的分度角 φ2 与（dA/dt）/ω的关系见图 7d。 
如图 7a 所示，在一个啮合周期内，中心距 A 呈

现由最大值逐渐减小，然后再逐渐增大至最大值，即

两中心距曲线在 Q 点相交，最大中心距是当两辊齿

顶与两辊中心在一连线上时。瓦楞辊的啮合是一对顶

弧与沟弧啮合之后再由其相邻沟弧与顶弧啮合，这样

彼此交替达到连续传动的目的。交点 Q 为瓦楞辊分

度角 φ的 φ/4。 
从图 7b 可看出，φ2−φ1=180°，说明瓦楞辊齿廓

啮合时满足齿形侧楞平行条件，即两切线平行时为啮

合的交替点。从图 7c 可看出，传动比 i=φ2/φ1=−1，

这是瓦楞纸板成型的必要啮合条件。从图 7d 可看出，

在瓦楞纸板成型时速度与角速度比值的变化规律呈

线性关系，啮入与啮出过程的规律具有对称性，说明

两辊的同步性能对楞型参数的影响较大。 
各周期内的啮合为这一分度角内的啮合的重复，

其啮合都与这个情况相同。 
由结果分析可知：啮合过程中，顶弧参数 δ1

始终为 0，表明主动辊始终参与啮合，而且是点啮

合。从动辊则不仅在齿顶啮合，在其齿顶周围的一

小段圆弧也参与啮合。故主动辊的齿顶磨损情况比

从动辊要严重。两辊啮合时传动比接近于 1，但略

有变动。啮合过程中始终为一对齿的啮合，即重合

度始终为 1，这是保证瓦楞辊正确啮合和成型的必

要条件。  
 

 
 

图 7  啮合规律及运动学分析图谱 
Fig.7 Meshing law and kinematics analysis diagram 

 

4  结语 

文中提供了求解瓦楞辊啮合运动非线性方程组

的解的程序框图，拟定了运动学分析准则和方法，可

得到运动学各参数的“满结果”，即一个啮合周期内的

结果。文中的运动学分析数学模型，揭示了楞型尺度

参数与齿廓啮合运动速度、加速度和位移的相互关

系。所得的运动性能图谱，能评价各类楞型运动性能

的优劣。给瓦楞辊的设计与制造、误差分析提供了依

据。从动瓦楞辊始终是单齿对的齿顶点和底点接触，

相对滑动速度大，齿顶严重磨损。在从动辊周期性的

变速转动以及中心距的变速移动过程中，当齿形侧楞

平行的瞬间（即分度角 φ2=φ/4 时），齿廓传动交替，

速度变化大，有强烈的冲击振动和噪声。 
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