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摘要：目的 针对各子部件耦合界面之间的系统水平频响函数难以测量，刚性耦合系统逆向子结构分析

方法无法顺利应用的情况，提出多级系统间接分析方法。方法 基于子结构理论，提出单点耦合和多点

耦合系统的多级刚性耦合系统间接逆向子结构分析方法，然后建立相对应的集总参数模型，利用已知参

数和公式获得部件频响函数直接计算值和预测值，最后将两者进行对比验证。结果 部件频响函数直接

计算值与预测值相吻合，验证了方法的准确性。结论 提出的方法可为逆子结构理论在解决耦合界面频

响函数难测问题时提供新思路，以及为在运输包装领域更广泛的应用提供更多的可能性。 
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Indirectly Inverse Sub-structure for Multi-substructure Rigidly Coupled  
Packaging Transport System 

LI Ming-yu1, WANG Jun1,2, LU Li-xin1,2, WANG Peng-tao1 

(1.School of Mechanical Engineering, Jiangnan University, Wuxi 214122, China;  

2.Jiangsu Key Laboratory of Advanced Food Manufacturing Equipment and Technology, Wuxi 214122, China) 

ABSTRACT: The paper aims to propose an indirectly inverse sub-structuring method for multi-substructure system to 

solve the problems that the inverse sub-structuring method for rigidly can't be applied when system-level coupling inter-

face FRFs are difficult to be measured. Based on the sub-structuring theory, an indirectly inverse sub-structuring method 

for multi-substructure system was proposed firstly. Then a corresponding lumped parameter model was established to ob-

tain the directly calculated component-level FRF and predicted ones by known parameters and formulas. Finally, the re-

sults were compared. The predicted FRFs showed great agreement with directly calculated ones, which verified accuracy 

of the method. The proposed method can provide a new way for the inverse sub-structuring theory to solve the problem of 

the difficult-to-monitor coupling interface FRFs. It provides more possibilities in the wider application of the transporta-

tion packaging field. 
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完整的产品包装运输系统包含产品、包装、车辆 等 3部分，其中产品部分可能会因运输过程中道路复

缓冲与隔振 
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杂导致车辆振动而发生破损，因此十分有必要监测产

品的质量与完整性。脆值研究[1—2]一直是包装领域的

重要课题，其可指导产品包装如何更有效地去设计和

应用，在王志伟等[3—7]不断完善之后，该理论体系被

更多的研究人员熟知。不过现在越来越多的研究关注

于在不拆卸系统的情况下如何获知产品的质量信息，

国外已有相关仿真技术 [8]可通过模拟道路车辆振动

来探究内包装物的质量状况。不同于仿真技术，

Wang[9]将逆子结构应用在产品包装运输系统，使用直

接测量的频响函数预测产品破损情况，避免了复杂的

建模过程和模态分析。逆子结构方法最初由 Lim[10]

和 Zhen[11]提出，在机动车辆上完全利用测量获得的

系统水平频响函数成功反求出各独立部件水平频响

函数。不过逆子结构的准确合理划分以及耦合界面的

精准离散化是目前较为重要的课题 [12]，Wang[13—14]

等对此进行了更深的探讨，积极推动了逆子结构理论

在运输包装上的广泛利用。此外，逆子结构理论在不

同耦合情况下也得到了新的发展[15—16]。很多产品包

装运输系统中的各逆子结构互相耦合之后会造成两

两之间的界面空间变得十分有限，或者逆子结构本身

十分脆弱，使得无法准确通过正常的激振方式获取关

键耦合界面处的频响函数，这俨然成为了逆子结构理

论实际应用上的难题。在解决耦合界面频响函数难测

量的问题上，虚拟质量法[16]、频响探针法[17]和间接

分析法 [18]的先后提出为逆子结构理论的发展提供了

新思路。在虚拟质量法、频响探针法的应用过程中会

存在添加质量块本身对系统整体结构的影响，实际中

预测得到的结果会因附加质量的影响偏差较大，故建

立无需耦合界面处频响函数的间接逆向子结构理论

显得十分必要。虽已有许多研究将产品包装运输系统

视作 2级耦合系统，但考虑到系统的复杂性，将其视

作 3级或者多级进行探究有时更为适合。 

在以上研究的启发下，文中拟针对 3级刚性耦合

产品包装运输系统进行更深的探究，其中包括单点耦

合以及多点耦合系统。首先在多级系统耦合界面处频

响函数较为难测的问题上提出了相应的间接逆子结

构理论，此方法无需耦合界面处的频响函数，就可利

用已知的部件水平频响函数以及易测量的系统水平

频响函数预测出产品的动态特性。然后建立 2种不同

集总参数模型进行验证，将得到的预测值与直接计算

值进行对比。 

1  间接逆向子结构理论 

二级刚性耦合系统示意见图 1，部件 A与部件 B

共同构成了多点刚性耦合系统，图 1中{Fi(A)}，{Fi(B)}

表示外界输入激励向量，则{Xo(A)}，{Xo(B)}为系统响

应向量，{Fc(A)}，{Fc(B)}表示耦合界面处的激励向量，

则{Xc(A)}，{Xc(B)}则为系统耦合界面处的响应向量，

{Rc(x)}为耦合界面坐标处两部件之间产生的相互作用

力，其中下标(A)，(B)分别表示部件 A 和 B，c 表示

耦合界面。依据叠加原理可从系统中得出式（1）。 

 

图 1  二级刚性耦合系统示意 
Fig.1 Diagram of two-component rigidly coupled system 

         S F S R c
=

x
RX H F H    (1) 

式中：[HF]为部件 A 或 B 的 FRF 矩阵；[HR]为

部件 A和 B之间耦合点处 FRF矩阵；{FS}为外部激

励力矩阵；{R}c(x)为耦合界面坐标处两部件之间产生

的相互作用力；{XS}为包括部件 A、部件 B以及部件

A，B 之间在耦合系统中耦合点的位移矩阵。耦合系

统水平动态特性的计算公式可以写成以下形式。 
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 (2) 
FRF矩阵[HF]，[HR]可以拓展为： 
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式（1）中的其他矩阵可以写成： 
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将式（2—8）代入式（1）得到： 

     
     
     

   
     

   

 

S S So(A)i(A) o(A)c( ) o(A)i(B)

S S Sc( )i(A) c( )c( ) c( )i(B)

S S So(B)i(A) o(B)c( ) o(B)i(B)

A Ao(A)i(A) o(A)c( )

c( )i(A) c( )c( ) c( )i(B)

Bo(B)c( ) o(B)i(B)

A o(A)c(A)

0

0

x

x x x x

x

x

x x xx x x x

B x



 
 
  
 
  
 
 
  
 
  

H H H

H H H

H H H

H H

H H H

H H

H

H 
 

 

     

c( )c( )

B o(B)c(B)

A c(A)i(A) c(B)i(B)c( )c( )

x x x

x Bx x

J



 

 
 
  
 
  
 
 

H

H H H

 (9) 

取式（9）中一项可以得到： 

       S B B Bo(B)i(B) o(B)c(B) c(B)i(B)o(B)i(B)
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 (10) 
式（10）可转换为： 
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三级单点与三级多点刚性耦合系统见图 2，在由
部件 A，B，C 组成的三级单点刚性耦合系统 S 中，
部件A和 B刚性耦合，耦合界面两端为 c1(A)和 c1(B)，
B和 C刚性耦合，耦合界面两端为 c2(B)和 c2(C)。 

1）在单点刚性产品包装运输系统中，式（11）
具有以下形式。 
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式（12）可变形为： 
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
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图 2  三级单点与三级多点刚性耦合系统 
Fig.2 Single-coordinate rigidly coupled three-sub-structure 

system and multi-coordinate rigidly coupled 
three-sub-structure system 

如图 2a所示，将部件 A与部件 B相互耦合而成

的 D 视为独立存在的子结构，然后根据式（13）提

供的单点刚性耦合系统逆向子结构理论，独立子结构

D中部件 A的频响函数（FRF）可以由部件 B和子结

构 D的频响函数进行表示。 

2 1 1 2

1 1 1 1

2 2 2 2
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 (14) 
在实际情况当中，各个部件耦合成整体结构之

后，每个耦合界面的频响函数都会因为界面处物理结

构复杂，或者耦合界面存在脆弱结构将变得异常难以

测量。从二级刚性耦合系统延伸至三级或者多级刚性

耦合系统，耦合系统的部件数增加，因此不同部件间

的耦合界面数目增加。独立子结构 D 再与部件 C 刚

性连接成系统 S，根据式（13）提供的逆向子结构理

论，子结构 D 的频响函数可以由部件 C 和系统 S 的

FRFs进行表示。 
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将式（15）代入式（14）可得三级单点刚性耦合

产品包装运输系统的间接逆向子结构公式。 
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2）在三级多点刚性耦合产品包装运输系统中，

为了得到能计算[HA]c(A)c(A)的预测公式，需要在等式

左边和右边分别乘以[HB]−1
o(B)c(B)和[HB]−1

c(B)i(B)。 
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如图 2b所示，在由部件 A，B，C组成的三级多

点刚性耦合系统 S 中，部件 A 和 B 刚性耦合，耦合

界面为 c1(A)和 c1(B)，B和 C刚性耦合，耦合界面为

c2(B)和 c2(C)。与三级单点刚性耦合产品包装运输系

统相似，根据式（18）可知部件 A 的 FRF 可以由部

件 B和子结构 D的 FRFs进行表示。 
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根据式（18）提供的逆向子结构理论，子结构 D

的频响函数可以由部件C和系统 S的 FRFs进行表示。 
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将式（20）代入式（19）得到三级多点刚性耦合

产品包装运输系统的间接逆向子结构公式。 

     
1 1 1 2 2 1

A B Bc (A)c (A) c (B)c (B) c (B)c (B)
  H H H

 
   
     2

2 2 2 2

1

C Cc (C)i(C) o(C)i(C)
B Cc (B)c (B) c (C)c (C)

C o(C)i(C) o(C)i(C)S


 
   

   

H H
H H

H H

 
1 1c ( )c ( )B B B

H   (21) 

2  数值验证 

为验证理论的正确性，建立了 2 个集总参数模
型，见图 3，其中用 m1—m12表示不同的质量块，用
不同刚度的弹性元件和不同阻尼的弹性元件连接不
同的质量块。图 3a 模型用于验证式（16），图 3b 模
型用于验证式（21），其中部件 A代表着产品、部件
B 代表着包装、部件 C 代表着运输车辆、子结构 D

代表整体产品系统。 

验证步骤如下所述。 

1）首先根据图 3的集总参数模型预设系统参数矩
阵。图 3a中质量块 m1—m8的质量依次为 3，5，4，4，
7，3，4，10 kg，刚度件 1—8的刚度依次为 35，25，
40，19，34，26，36，36 kN/m，阻尼件 1—8的阻尼
依次为 3，2，4，5，3，2，4，4 Ns/m；图 3b 中 

 

图 3  多级系统集总参数模型 
Fig.3 Lumped parameter models of multi-structure system 
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质量块 m1—m12的质量依次为 3，4，3，5，6，6，7，

7，11，11，11，11 kg，刚度件 1—11的刚度依次为

25，30，50，45，35，30，25，30，20，20.5，19 kN/m，

阻尼件 1—11的阻尼依次为 3，4，5，3，4，5，7，

5，6，3，5 Ns/m。 

2）将各部件及系统的质量、刚度、阻尼矩阵代

入频响函数定义式（22）中，可得式（16）及（21）

中等式右边计算所需的频响函数。也可以通过式（22）

计算得到产品 A在耦合界面处的 FRF直接计算值。 

        12 i 


        H M C K  (22) 

式中：[M]为质量矩阵；[K]为刚度矩阵；[C]为

阻尼矩阵；为角速度，i为虚数单位。 

3）将上一步计算得到的等式所需频响函数代入

式（16）和（21），会得到产品 A在耦合界面处的 FRF

预测值。 

4）将第 3步中获得的产品 FRF预测值与第 2步

当中获得的产品 FRF 直接计算值进行比较，结果见

图 4—5。 

 

图 4  产品 A 的频响函数 HA,c(A)c(A)计算值与 

预测值结果比较  
Fig.4 Comparison of calculated and predicted  

product FRF HA,c(A)c(A)   

 

图 5  产品 A 频响函数[HA]c(A)c(A)预测值与计算值结果比较 
Fig.5 Comparison of calculated and predicted product FRF [HA]c(A)c(A) 

如图 4—5 所示，通过式（16）和（21）预测出

来的产品 FRF HA,c(A)c(A)和[HA]c(A)c(A)与通过频响函数

定义式（22）获得的产品 FRF 直接计算值相一致，

从而验证了文中提出的三级刚性耦合产品包装运输

系统间接逆向子结构分析理论的正确性。 

3  结语 

文中根据结构动态逆向子结构分析方法与矩阵

理论，建立了可获取多级刚性连接的“产品-包装-运载

体”运输包装系统中产品动态实时特性的计算公式。

通过对单点刚性耦合以及多点刚性耦合情况下的集

总参数模型进行计算，发现在数值验证中得到的预测

值与直接计算值相一致，进一步检验了该间接逆向子

结构分析方法的完备性，证实了该方法无需任何耦合

界面处频响函数就能利用易测量的部件水平频响函

数以及其他易测的系统水平频响函数预测产品动态

响应。结果表明，该方法不但可以克服测量过程中耦

合界面处频响函数难测的问题，且可以为逆子结构理

论在解决耦合界面频响函数难测问题时提供新思路。 
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