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摘要：目的 利用三次贝赛尔曲线建立蜂窝纸板的本构模型。方法 利用 MATLAB 拟合实验曲线，比较

拟合曲线和实验曲线的拟合度。结果 根据三次贝塞尔曲线的特点，将特征多边形 P0P1P2P3 首、末两点

P0 点和 P3 点作为实验曲线上的点。通过以下判定原则可得到拟合度很好的三次贝塞尔曲线，如果特征

多边形 P0P1P2P3 控制的三次贝塞尔曲线在实验曲线的下方，那么应该将 P1 点、P2 点上移，相反则下移；

如果特征多边形 P0P1P2P3 控制的三次贝塞尔曲线曲线开口比实验曲线大，那么应该将 P1 点和 P2 点之间

的距离缩小，相反则增大；如果实验曲线有很长一段斜率变化很小，那么与之对应的特征多边形某条边

很长，相反则很短。结论 利用三次贝塞尔曲线分段拟合蜂窝纸板的应力-应变曲线，拟合曲线和实验曲

线有很好的拟合度，用三次贝塞尔曲线参数方程分段表示蜂窝纸板的本构模型是可行的。 
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Method for Establishing Constitutive Model of Honeycomb Paperboard 

XU Shao-hu1,2, CUI Shuang1,2 

(1.Chongqing Key Laboratory of Manufacturing Equipment Mechanism Design and Control, Chongqing 400067, China; 

2.Chongqing Technology and Business University, Chongqing 400067, China) 

ABSTRACT: The work aims to establish a constitutive model of honeycomb paperboard with the three cubed Bezier 

curve. The fitting degree of the fitting curve and the experimental curve was compared by fitting the experimental curve 

with MATLAB. According to characteristics of the three cubed Bezier curve, point P0 and point P3 which were the first 

and end points of the characteristic polygon P0P1P2P3 were taken as the points in the experimental curve. The three cubed 

Bezier curve with good fitting degree would be obtained by means of the following principles. Firstly, if the three cubed 

Bezier curve controlled by the characteristic polygon P0P1P2P3 was below the experimental curve, point P1 and point P2 

should be moved upward. Otherwise, it should be moved downward. Secondly, if the opening of the three cubed Bezier 

curve controlled by the characteristic polygon P0P1P2P3 was larger than that of the experimental curve, the distance be-

tween point P1 and point P2 should be reduced. Otherwise, it should be increased. Thirdly, if the experimental curve had a 

long part with a small change in slope, the edge of the characteristic polygon corresponding to it was very long. Other-

wise, it was very short. The stress-strain curve sectional fitted with the three cubed Bezier curve has good fitting degree 

with the experimental curve. It was feasible to sectional represent the constitutive model of honeycomb paperboard with 

the three cubed Bezier curve equation. 
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蜂窝纸板具有质量轻、耗材少、平压强度高、缓

冲性能优异、环保等特点，可用来制作托盘、缓冲衬

垫、纸箱等包装制品，已被广泛应用于包装领域。雷

晓东等 [1]研究了蜂窝纸板的内部气体对其静态缓冲

性能的影响；文献[2—4]研究了蜂窝纸板的动态缓冲

特性，范志庚等[5]研究了疲劳效应对蜂窝纸板性能的

影响；文献[6—8]研究了蜂窝纸板的振动传递特性；

滑广军等[9]研究了预压后蜂窝纸板的应力-应变曲线；

文献[10—12]研究了蜂窝纸板和蜂窝纸板、蜂窝纸板

和其他材料组合后的缓冲性能；文献[13—14]建立了

蜂窝纸板的本构模型。文中拟根据蜂窝纸板应力-应

变曲线的特征探索一种建立其本构模型的方法。 

1  实验 

1.1  实验方法及采样间隔的确定 

将厚度为 25 mm 的蜂窝纸板样品制成 100 

mm×100 mm 的试样，在温度为 23 ℃，相对湿度为

50%的恒温恒湿箱中预处理 24 h 以上。依据 GB/T 

8168—2008《包装用缓冲材料静态压缩实验方法》，

在万能材料实验机上进行实验。 

将蜂窝纸板厚度的 90%计为实验最大应变，由蜂

窝纸板的厚度得到最大压缩位移为 22.5 mm。实验过

程中的压缩速度设置为 12 mm/min，从而得到实验的

总时间为 112.5 s。采样点的数目根据最大应变来取，

取为 90×2+1 个，即 181 个，从而得到采样间隔数为

180 个。根据实验的总时间和采样间隔数，确定采样

间隔为 625 ms。 

1.2  应力-应变曲线的绘制 

将实验得到的 181 个采样点依次连成折线，得到

试样的应力-应变曲线，见图 1。 
 

 
 

图 1  蜂窝纸板的静态压缩应力-应变曲线 
Fig.1 Static compression stress-strain curve of  

honeycomb paperboard 
 

将蜂窝纸板的静态压缩过程分为 4 个部分，如图

1 中的 OP0 段、P0P3 段、P3Q0 段、Q0Q3 段，对应位

置的实验数据见表 1，OP0段和 P3Q0段采用直线拟合，

P0P3 段和 Q0Q3 段采用三次贝塞尔曲线拟合。 
 

表 1  图 1 中对应点的实验数据 
Tab.1 Experimental data of corresponding points in Fig.1 

位置 应变/% 应力/kPa 采样点 

O 0 0 第 1 个 

P0 2.5 93.351 第 6 个 

P3 30 3.348 第 61 个 

Q0 62.5 22.72 第 126 个 

Q3 90 678.412 第 181 个 
 

2  蜂窝纸板本构模型 

2.1  贝塞尔曲线 

贝塞尔曲线 [15]的形状仅由称为特征多边形的一

组多边折线顶点控制，n 次贝塞尔曲线需要 n+1 个控

制点。三次贝塞尔曲线见图 2，其由特征多边形

P0P1P2P3 唯一地确定。贝塞尔曲线与特征多边形首、

末两边相切且切点分别为首、末两点。 
 

 
 

图 2  三次贝塞尔曲线 
Fig.2 Three cubed Bezier curve 

 

贝塞尔曲线的参数向量表达式为： 
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三次贝塞尔曲线（当 n=3 时）由 P0（ε0,σ0）点、

P1（ε1,σ1）点、P2（ε2,σ2）点和 P3（ε3,σ3）点等 4 个

控制点确定，其参数向量表达式为： 
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也可以表示为矩阵形式： 
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按 t 的升幂，写成二维分量 ε(t)和 σ(t)的参数表  

达式： 
2 3
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式中：参数 L0，L1，L2，L3，M0，M1，M2，M3

均为常量，取值见表 2。 

2.2  确定三次贝塞尔曲线特征多边形的方法 

用三次贝塞尔曲线分别拟合图 1 中的 P0P3 段和

Q0Q3 段。由于贝塞尔曲线经过特征多边形的首、末

两点并与首、末两边相切，因此拟合的 2 段三次贝塞 

尔曲线分别经过图 1 中的 P0 点、P3 点、Q0 点、Q3 点。

根据贝塞尔曲线的特点，要想得到拟合度很好的三次

贝塞尔曲线，可以采用以下的方法。 

1）如果特征多边形 P0P1P2P3 或 Q0Q1Q2Q3 控制

的曲线在实验曲线的下方，那么应该将 P1 点、P2 点

或 Q1 点、Q2 点上移，相反则下移。 

2）如果特征多边形 P0P1P2P3 或 Q0Q1Q2Q3 控制

的曲线开口比实验曲线大，那么应该将 P1 点和 P2 点

或 Q1 点和 Q2 点之间的距离缩小，相反则增大。 

3）如果实验曲线有很长一段斜率变化很小，那

么与之对应的特征多边形某条边很长，相反则很短。 

 
表 2  式（5）中参数取值 

Tab.2 Parameters in expression (5) 

L0 L1 L2 L3 M0 M1 M2 M3 

ε0 −3ε0+3ε1 3ε0−6ε1+3ε2 −ε0+3ε1−3ε2+ε3 σ0 −3σ0+3σ1 3σ0−6σ1+3σ2 −σ0+3σ1−3σ2+σ3 

 

2.3  贝塞尔曲线拟合实验曲线 

根据前述方法，反复比较，确定 P1 点、P2 点、

Q1 点、Q2 点的取值分别为（6.0,15.0），（15.0,−5.0），

（83.0,21.8），（87.0,80.0）。由表 1 可知，P0P3 段和

Q0Q3 段的采样点个数均为 56 个。分别由特征多边形

P0P1P2P3，Q0Q1Q2Q3 确定 2 段三次贝塞尔曲线拟合实

验曲线的 P0P3 段和 Q0Q3 段时，参数 t 的值均依次取

为 0，1/55，2/55，3/55…52/55，53/55，54/55，1。

利用 MATLAB 软件拟合的 2 段三次贝塞尔曲线和控

制其形状的特征多边形见图 3。 

连接 OP0，P3Q0，即可得到实验曲线的完整拟合

曲线，见图 4。 

将图 4 的拟合曲线（用实线表示）和图 1 的实验

曲线（用虚线表示）放在一起，见图 5。由图 5 可以

看出，2 条曲线拟合度很好。 

 

 
 

图 3  拟合的两段三次贝塞尔曲线 
Fig.3 Two fitted three cubed Bezier curves 

 
 

图 4  实验曲线的完整拟合曲线 
Fig.4 Complete fitting curve of experimental curve 

 

 
 

图 5 拟合曲线和实验曲线比较 
Fig.5 Comparison of fitting curve and experimental curve 

 

2.4  本构模型的建立 

根据前面所述，可得到蜂窝纸板实验曲线的本构
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模型。由图 3 和图 4 可知，蜂窝纸板实验曲线被分成

4 段分别进行了拟合。 

1）第 1 段（OP0 段）。此段为直线，由表 1 可知，

O 点和 P0 点的坐标分别为（0,0）和（2.5,93.351），

从而得到此段的本构模型为： 

37.340 (0 2.5)   ≤ ≤  

2）第 2 段（P0P3 段）。此段为三次贝塞尔曲线，

由前述可知，P0 点、P1 点、P2 点和 P3 点的坐标分别

为 （ 2.5,93.351 ），（ 6.0,15.0 ），（ 15.0,−5.0 ） 和

（30.0,3.348）。根据式（5）和表 2，可得到此段的本

构模型为： 
2 3

2 3

( ) 2.5 10.5 16.5 0.5
(0 1)

( ) 93.351 235.053 175.053 30.003

t t t t
t

t t t t





    


   
≤ ≤

 3）第 3 段（P3Q0 段）。此段为直线，由表 1 可知，

P3 点 和 Q0 点 的 坐 标 分 别 为 （ 30.0,3.348 ） 和

（62.5,22.720），从而得到此段的本构模型为： 

0.596 14.532 (30.0 62.5)    ≤ ≤  

4）第 4 段（Q0Q3 段）。此段为三次贝塞尔曲线，

由前述可知，Q0 点、Q1 点、Q2 点和 Q3 点的坐标分别

为 （ 62.5,22.720 ），（ 83.0,21.8 ），（ 87.0,80.0 ） 和

（90.0,678.412）。根据式（5）和表 2，可得到此段的

本构模型为： 
2 3

2 3

( ) 62.5 61.5 49.5 15.5
(0 1)

( ) 22.720 2.760 177.360 481.092

t t t t
t

t t t t





    


   
≤ ≤  

3  结语 

1）通过实验得到蜂窝纸板的应力-应变曲线，根

据实验曲线的特点将其分成 4 段分别进行拟合，OP0

段和 P3Q0 段为直线拟合，P0P3 段和 Q0Q3 段为三次贝

塞尔曲线拟合。 

2）提出了确定三次贝塞尔曲线特征多边形的方

法，通过此方法得到的特征多边形控制三次贝塞尔曲

线和实验曲线有很好的拟合度。 

3）由拟合曲线建立了蜂窝纸板的分段本构模型。

研究表明，用三次贝塞尔曲线参数方程分段表示蜂窝

纸板的本构模型是可行的。蜂窝纸板的分段本构模型

的建立，为缓冲包装设计提供了依据。 
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