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摘要：目的 分析部分解耦的 2R1T 并联机构驱动副旋量特征，从而设计一类新型的部分解耦的 RxPzRy

型 2R1T 并联机构。方法 基于完全解耦的并联机构的输入输出关系，将动平台角速度在定坐标系轴线

方向的分量，变换为 XYZ 欧拉角角速度分量，得到角速度的完全解耦的分块雅可比矩阵，得到具有多

个转动自由度机构的输出与输入部分解耦的关系。结果 设计了一种新型部分解耦 2R1T 并联机构，分

析表明该机构部分解耦。结论 对于 RxPzRy 型 2R1T 并联机构在解耦设计时，使用旋量理论得到的关于

角速度的雅克比矩阵不适用于具有多个转动自由度的并联机构完全解耦设计，使用文中提出的变换矩阵

将其变换为关于欧拉角的角速度的雅克比矩阵，可以得到相应的对角矩阵，这种方法可以用来对具有多

个转动自由度的并联机构完全解耦设计。 
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Design and Analysis of RxPzRy Type 2R1T Partially Decoupled Parallel Mechanism 

LIU Wei1,2, CAO Ya-bin1,2 

（1.College of Mechanical ＆ Electrical Engineering, Xi'an Polytechnic University, Xi'an 710660, China;  
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ABSTRACT: The work aims to design a new type of partially decoupled 2R1T parallel mechanism of RxPzRy type by an-

alyzing the characteristics of the driving pairs of the partially decoupled 2R1T parallel mechanism by screw theory. Based 

on the input-output relationship of the fully decoupled parallel mechanism, the component of angular velocity of the 

moving platform in the axis direction of the fixed coordinate system was transformed into the component of XYZ Euler 

angular velocity. The fully decoupled block Jacobian matrix of angular velocity was obtained, and the partially decoupled 

input-output relationship of the mechanism with multiple rotational degrees of freedom was obtained. A new partially de-

coupled 2R1T parallel mechanism was designed. The analysis showed that the mechanism was partially decoupled. For 

the decoupling design of RxPzRy type 2R1T parallel mechanism, the Jacobian matrix of angular velocity obtained by screw 

theory is not suitable for the complete decoupling design of parallel mechanism with multiple rotational degrees of free-

dom. The Jacobian matrix of Euler angular velocity is transformed by the proposed transformation matrix to obtain the 

corresponding diagonal matrix. The proposed method can be used for the complete decoupling design of parallel mecha-

nisms with multiple rotational degrees of freedom. 
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并联机构[1]的高刚度、高精确度、高速运动的特

性，使得其在分拣、抓取、装箱，等包装工业领域有

着广泛的应用。包装纸箱在成型封箱时[2]，包装纸箱

的摇盖的弯折需要转动、下压的动作。一般的包装箱

的摇盖弯折转动的轴线含有 2个，并且上述转动轴线

互相垂直。包装箱的尺寸在包装一些新型产品时，可

能发生改变，简单的摇盖机械结构不适用于上述包装

过程[3]。在包装箱封箱流水线上，在包装箱行进流水

线正上方布置 RxPzRy型 2R1T并联机构，在该机构的

输出构件上布置具有一定弹性的操作手，可以用来对

不同尺寸包装箱的不同转动轴线的摇盖进行快速弯

折，以便对其封箱。 

运动耦合的并联机构在运动学、动力学分析和控

制方面存在一些困难，解耦并联机已成为机构学领域

的研究热点之一[4]。许多学者在这一领域进行了大量

的研究。 

张彦斌 [5—6]基于并联机构的雅可比矩阵，对

2T1R[7]型并联机构进行了完全解耦型综合。范彩霞[8]

提出了一种 2R 型完全解耦的并联机构。曹毅[9]使用

螺旋理论、GF 集对 1T1R 型并联机构进行了完全解

耦型综合。曾达幸[10—11]对 2R1T型并联机构进行了完

全解耦型综合。Gogu[12]使用线性变换理论对不同自

由度的并联机构进行了解耦、完全解耦、耦合、各向

同性方面的机构型综合。值得指出的是 Gogu对 2R1T

的并联机构进行综合时，提到 2种不同的运动模式，

2RxyTz和 2RxyTx，即移动自由度和转动平面平行，移

动自由度和转动平面垂直 2种。Gogu对 PPS型、UP

型、2RxyTx型 2R1T并联机构进行了完全解耦、耦合、

各向同性方面方面的综合。RxPzRy型 2R1T并联机构

的特点是可以实现沿 x轴的转动，在 yOz平面内的 1

维移动，沿 y 轴的转动（与 x 轴转轴不相交），可以

把这种运动模式用图 1 所示运动链表示。Li 等[13]对

RxPzRy 型 2R1T 并联机构使用李群理论进行了型综

合，得到了一些过约束和非过约束类型的 RxPyRy 型

2R1T并联机构。具有 RzTyRx运动模式的并联机构，

适合应用于在曲面上工作的操作手，具有刚度高、精  

 

图 1  RxPzRy型 2R1T并联机构的运动模式 
Fig.1 Motion pattern of RxPzRy type 2R1T parallel  

mechanism 

确度高、灵巧性强等特点。例如，基于 RzTyRx 运动

模式的并联机构，可在其动平台上串联 2个转动副，

组成混联 5轴加工中心或者医用机器人。基于 RzTyRx

运动模式的 5轴和 6轴混联机构可以应用于焊接飞机

机身，也可以用于飞机机翼的组装[14]。 

综上所述，2R1T 型并联机构有多种运动模式，
一些学者只对其几种运动模式的并联机构进行了运
动解耦方面的综合。使用旋量理论建立雅可比矩阵可
以有效的对空间移动完全解耦并联机构进行综合，然
而使用雅可比矩阵进行综合完全解耦的具有多个转
动自由度并联机构的研究并不多见。 

1  无耦合并联机构运动学数学模型 

1.1  基础理论 

并联机构动平台的瞬时输出运动可用机构分支
运动链的运动螺旋表示[15]，即： 

1

iF

ji ji

j

q


v  ＄                         (1) 

式中：v 为机构动平台输出的广义速度；＄ ji 为
第 i 条分支中第 j 个单自由度关节的运动螺旋；Fi为
第 i条分支的自由度； jiq 为第 i条分支中第 j个单自

由度关节运动螺旋的速度。如果用第 i条分支的驱动
螺旋＄ ai与上式左右两边同时做互易积，得到： 
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   v ＄ ＄ ＄    (2) 

由于一般情况下，驱动螺旋对应的运动副直接与
基座相连，并且驱动螺旋除了与驱动副互易积不为 0，
与连接基座和动平台的的运动链中的其他运动副旋
量互易积都为 0，因此式（2）可以写为： 

i i

T T
1 1( ) ( )a i a iq v ＄ ＄ ＄    (3) 

式中：
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；E为单位 3×3矩阵，写成矩阵形式见式（4）。 
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。 

式中：Jdir为机构正雅可比矩阵；Jinv为机构逆雅
可比矩阵（对角矩阵）。很明显 Jinv 是对角矩阵，若
其可逆，则将式（4）可写为： 

  T
inv dir

   J J v q   (5) 
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由于 Jinv是对角矩阵，它的逆依然是对角矩阵，
其元素是原对角矩阵的倒数。 
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a6 16
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  (6) 

式中：gi为逆雅可比矩阵第 i 行元素的倒数。机

构动平台输出的广义速度 v的速度分量，ωx，ωy，ωz

表示动平台角速度在定坐标系 X，Y，Z 轴线上的分

量。动平台姿态一般使用 zyz欧拉角，或者修正的 zyz

欧拉角−T和 T角，或者 RPY(Roll, Pitch, Yaw即翻滚、

俯仰、偏航)来描述，值得注意的是欧拉角都是参考

动坐标系。需要建立定坐标系角速度分量 ωx，ωy，ωz

与动平台在动坐标系姿态角速度之间的关系。以 R3×3

表示动平台相对于定平台的姿态变换矩阵。 

A A T
B B


 ω R R                          (7) 

式中：
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z y

z x

y x

ω ω

ω ω

ω ω

ω ，使用 xyz 欧拉角

来表示姿态变换矩阵 R。 

     , , ,A
B rot x α rot y β rot z γR   (8) 

式中：rot[ ]为转动矩阵；x，y，z为动平台动坐

标系中的轴线；α，β，γ 表为动平台坐标系相对固定

坐标系轴线相应的转角。由于 RxPzRy 型并联机构动

平台 xyz欧拉角中 γ=0，因而可由式（8）得到： 

     A
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R 是位姿变换矩阵 R 关于时间 t 进行求导得到

的。根据式（7—9）可以得到关系式： 

x
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z
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因为 RxPzRy型 2R1T并联机构动平台的 xyz欧拉

角中 γ=0，因而式（10）中 D可化简为： 

1 0 0

0 cos 0

0 sin 0

α

α

 
   
  

D   (11) 

1.2  算例 

2R解耦并联机构见图 2，该机构通过 3条支链将

静平台与动平台连接而成。第 1条运动链为{-U1-}，

第 2 条运动链为{-R2(⊥P3)∥U4-}，第 3 条运动链为

{-S5-P6-S7-}，该机构的详细情况参见文献[5]。 

 

图 2  解耦的 2R并联机构 
Fig.2 Decoupled 2R parallel mechanism 

 
运动链 S5S7，R2U4产生的驱动旋量都是力旋量，

力旋量沿着矢量 S5S7，R2U4的方向，根据静、动平台

的尺寸、运动副坐标和动静平台的位姿变换矩阵，运

动链 R2U4产生的驱动力的方向可由式（12）进行计算。 
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式中：BoU4 为万向铰 U4 在动平台坐标系 ouvw

中的齐次位置向量； A
BT 为动平台坐标系到定坐标系

Oxyz 的齐次变换矩阵。运动链 R2U4产生的驱动力的

位置矢量为： 

 4

T

34 30 cos sin    A
B

A B α L α LoU oUT   (13) 

可得到运动链 R2U4的驱动力旋量： 

 

T

a1 2 4 2 4

T

2 4 2 3 1

A
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4

, sin + cos 0 0L L L L 

    R U R U

R U

oU＄
  (14) 

运动链 S5S7 产生的驱动力的驱动力旋量可由式

（15）进行计算。式（15—20）中，用 sα表示 sin α，

sβ表示 sin β，cα表示 cos α，cβ表示 cos β。 
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运动链 S5S7产生的驱动力的位置矢量为： 

TA
7 3 3 3c s s c s     β α βL L LoS  (16) 

可得到支链 S5S7的驱动力旋量： 

5 7 1 3 2 3 1 32 3 2, s s c s c s s    a α β α β β α β L L L L L L L LS S＄     

 (17) 
结合式(14)，式(17)得到： 
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＄
   

  (18) 
由于图 2所示机构动平台的输出为转动，则动平

台正雅克比矩阵，根据式(10)，式(11)得到关于欧拉

角 α，β的表达式： 
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得到关于输出欧拉角 α，β的正雅克比矩阵为： 

2 3 1 3
dir

1 3 2 3 1 3

s + c 0 0

s s s + c c 0


    

 
   

αL L L L

L L L L L L
J (20) 

式（20）与文献[5]使用该机构位移方程得到的

机构运动雅可比矩阵一致，从而验证了 1.1节中使用

旋量理论，建立的输入变量与输出角速度在定坐标系

分量的表达式，变换为输入变量与输出欧拉角速度分

量表达式方法的正确性。一些文献判断多转动自由度

机构输入输出解耦性是，经常需要通过对位移方程进

行判断，可以发现，1.1节提出的方法只需要对使用旋

量理论建立的输入输出方法进行变换即可判断，计算

过程的变量物理意义明确，计算方法较为简单直观。 

2  RxPzRy型 2R1T并联机构支链综合 

2.1  部分解耦的输入-输出关系分析 

根据 1.1 节的结果，可以得到 RxPzRy型并联机

构的输入-输出关系。根据 RxPzRy型 2R1T并联机构

的动平台的运动模式，可知当动平台绕 x轴转动后，

移动副的方向随之发生改变，将会产生在 yOz 平面

的移动分量，并且 y 轴的转轴也会发生改变，轴向

与 yOz 平面平行，动平台始终在 x 轴方向没有移动

分量，因而可得到，RxPzRy 型并联机构动平台的运

动旋量为： 

T

p 1 5x y z y zω ω ω v v


   v   (21) 

RxPyzRy并联机构的输入-输出关系矩阵应为式（22）。 

1 1 1 1 1
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J J   (22) 

由于式（22）中的 3×5 的矩阵不是方阵，因而

不能使用 1.1 节中的结论得到完全解耦并联机构的

输入-输出关系矩阵。RxPzRy型并联机构移动副 Pz和

转动副 Ry的运动轴线都与转动副 Rx的转角有关，根

据机构运动输入-输出解耦性可知，RxPyzRy型并联机

构输入-输出只能可能有 2 种情况：不存在解耦性；

存在部分解耦性。RxPzRy 型并联机构的运动输入-输出

不存在完全解耦性。RxPzRy 型并联机构的运动输入-输

出部分解耦时，解耦的程度最大的输入-输出关系只

能见式（23）[13]。 

   
   

1 2 1 2

1 3

0

0pa

y q q z q q
M

α q β q

 
  
 

， ，
  (23) 

式中：Mpa为动平台的方位变量；y，z为动坐标

系原点在定坐标系的位置变量；α，β 为动平台相对

于动平台坐标系关于 xyz 欧拉角的转角（α，β）；qi

为第 i个运动输入变量，从机构的 RxPzRy运动模式可

知，动平台位置坐标 y，z 与绕 Rx运动副的转角、Pz

运动副的移动有关，相应的驱动副变量为 q2，q1。 

根据式（22—23）可知，RxPzRy型并联机构运动

输入-输出转角解耦时，输入-输出关系矩阵应为式

（24）。 
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  (24) 

根据式（5—6）可知，式（24）中的右下 2×3分

块矩阵 A与动平台的 xyz欧拉角 α，β的解耦性相关，
其表达式为： 

2 2 2

3 3 3

2 2 2

3 3 3 2 3

a a a
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g g g
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g g g


 
 
   
 
  

A   (25) 

根据式（10—11）得到： 
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根据式（4）可知： 
T

1 5p y z x y zv v ω ω ω


   v   (27) 

动平台的 xyz 欧拉角 α，β 完全解耦时式（26）

中的 2×3矩阵中的元素需满足条件： 

32 2

2

2 2 3

0

0

aa a

a

PQ R

g g g

P

  


  (28) 

且
3 3
，a aQ R 不能同时为 0，因而根据式（26），式

（28），RxPzRy型并联机构的运动输入-输出部分解耦

时，动平台移动与转动解耦，2个转动自由度完全解

耦，即解耦度最大时得到： 

1 1

2

3 3

1 1

inv dir
2

3 3 3 5

a a

a

a a

M N
0 0 0

g g

P
0 0 0 0

g

Q R
0 0 0

g g





 
 
 
 
  
 
 
 
  

J J   (29) 

由式（29）可知，运动链 1施加在动平台上的驱

动力为沿 YOZ 平面的力旋量，运动链 2 施加在动平

台上一个沿 X轴的力偶旋量，运动链 3施加在动平台

上一个沿 YOZ 平面的力偶旋量。根据使用综合旋量

的方法可知，运动链中除了驱动副的运动副都与驱动

旋量的互易积为 0，且驱动副与驱动旋量的互易积不

为 0，在确保运动链中运动副不存在冗余的情况下，

可得到运动链的结构。 

2.2  支链 1 结构综合 

首先对第 1条分支进行综合，产生移动分量的驱

动螺旋可表示为： 

1 1 1

T
0 0 0 0   a a aM NS           (30) 

支链 1中的驱动副是个移动副时，驱动副 i对应

的运动旋量为： 

 1 1 10 0 0 0i Q RS  (31) 

支链 1中的驱动副是个转动副时，驱动副 i对应

的运动旋量为： 

 1 1 11 0 0 0i Q RS   (32) 

如果支链 1中的驱动副为转动副，则转动副位于

与定平台相连的，x轴方向的转动副之后，由于驱动

电机跟随着机构运动，使机构的动力学性能变差，因

而舍去。则机构支链 1中的驱动副可为移动副。根据

RPR型并联机构的运动模式，移动副的移动方向由动

平台绕固定坐标系 x轴的转角决定。支链 1的结构应

满足以下几个条件。  

1）支链中移动副之前应串联一个沿动平台 x 轴

方向的转轴。 

2）其后应串联一个沿动平台 y轴方向的转轴。 

3）支链中除驱动副之外的运动副旋量应和式

（30）所表示驱动旋量互易。 

2.3  支链 2 结构综合 

从式（29）的结果可以知道，产生定平台 x轴角

速度分量的驱动螺旋为： 

2 2
0 0 0 0 0   a aPS        (33) 

支链 2中的驱动副 j对应的运动旋量为： 

 2 2 2 21 0 0j P Q RS       (34) 

由上式可知支链 2中的驱动副是沿动平台 x轴方

向的转动副。支链 2结构和支链 1的结构相同，不同

在于驱动副应为转动副，支链 1，2，3运动的交集要

符合动平台 RPR的运动模式。 

2.4  支链 3 结构综合 

从式（29）的结果可以知道，使动平台产生 y，

z轴角速度分量的驱动螺旋为： 

3 3 3
0 0 0 0   a aQ RaS       (35) 

支链 3中的驱动副 k对应的运动旋量为： 

 3 3 3 3 3 30k M N P Q RS          (36) 

式中：转动 z轴分量是由于动平台绕定平台 x轴

转动产生的，因而支链 3的转动驱动副应位于绕定平

台 x轴转动副之后。支链 3结构和支链 1的结构相同，

不同在于驱动副应为沿动平台 y轴的转动副，支链 1，

2，3运动的交集要符合动平台 RPR的运动模式。 

3  RxPzRy型并联机构运动解耦分析 

3.1  RxPzRy型并联机构结构 

并联机构第 1 条运动链 A1B1结构为 xRzTyR，第

2条运动链 A2B2结构为 xRzTyRyT，第 3条运动链 A3B3

结构为 xRyRzRzTxTyT,机构简图见图 3。定坐标系为

XYZ，动坐标系为 oxyz，旋量 12＄ ， 21＄ ， 32＄ 对应的

运动副为驱动副。 

3.2  自由度分析 

支链 1在坐标系 OXYZ下的约束反螺旋为： 
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图 3  RxPzRy型 2R1T完全解耦并联机构简图 
Fig.3 Schematic diagram of RxPzRy type 2R1T completely 

decoupled parallel mechanism  
 
＄ 11

r=（0 1 0；0 0 0） 

＄ 12
r=（1 0 0；0 a1 0） 

＄ 13
r=（0 0 0；0 0 1）                 (37) 

支链 2在坐标系 OXYZ下下的约束反螺旋为： 

＄ 21
r=（0 1 0；0 a2 0） 

＄ 22
r=（0 0 0；0 0 1）                  (38) 

支链 3不在动平台上施加约束螺旋。图 4中动平

台上所施加的 3个力螺旋和 2个力偶线性相关。动平

台上施加的约束系存在冗余约束，即 υ=2。 

采用修正的 Kutzbach-Grübler 公式计算机构自

由度： 

6( 1) iM n g f        (39) 

式中：M为机构的自由度；n为机构构件总数；

g为机构的运动副数；fi为第 i个运动副的自由度数；

υ冗余约束数。 

6(12 13 1) 13 2 3M                   (40) 

图 3中的动平台具有 3个自由度，结合式（37—38）

可知，动平台具有沿 X，Y 轴的 2 个移动自由度和绕

平行与 Z 轴的 1 个转动自由度，即具有 RXTZRY运动

模式。可以验证，该机构 3个自由度是全周的。 

3.3  速度分析 

设动平台先绕动平台坐标系 x轴从图 3所示并联
机构初始位置转动角 α，再沿 z 轴移动 d，最后绕 y

轴转动 β，那么容易得到锁定驱动副＄ 12产生的驱动
力旋量在定坐标系下为： 

 1 sin cos 0 0 00   a＄   (41) 

锁定驱动副＄ 21产生的驱动力旋量为： 

 2 0 0 0 1 0 0a＄   (42)     

锁定驱动副＄ 32产生的驱动力旋量为： 

 3 0 0 0 0 cos sin  a＄   (43) 

根据式（4）得到： 

dir

3 6

0 sin cos 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 cos sin

J

 

 


 
   
  

  

将式中矩阵的右下角 2×3矩阵带入式（11）得到： 

2 3
3 3

1 0 0
1 0 0

0 cos 0
0 cos sin 

0 sin 0


 




 
            

AD  

2 3

1 0 0

0 1 0 

 
 
 

   (44) 

代入，得到： 

dir

3 6

0 sin cos 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

J

 



 
   
  

 

 

T

dir 6 1

T

inv 1 2 3 3 1

 0    0y zJ v v

J q q q

  




   

  
  (45)  

由于 Jinv是对角阵，因而式（45）可表明动平台
的移动速度的大小只与驱动副的速度 1q 有关，移动速
度在定坐标系有 y,z轴的分量；动平台 XYZ欧拉角速
度 ωα，ωβ之间是完全解耦的，分别只与驱动副 2q ， 3q
有关。 

4  结语 

文中提出了对含有多个转动自由度的解耦并联

机构的综合方法，使用该方法设计了解耦程度最大的

2R1T 新型并联机构，使用旋量理论对这种机构的自

由度进行了验证。 

使用旋量理论，分析了动平台角速度在定坐标系

的分量与欧拉角的角速度之间的关系，建立了含有多

个转动自由度并联机构输入-输出的关系，通过算例

验证了这种方法的正确性，计算了一种新型 2R1T部

分解耦并联机构的运动部分解耦的运动特性。 
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