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摘要：目的 设计一种新型 3RsPS 并联机构，使得机构可以输出 3 个转动自由度与 3 个移动自由度耦合

的运动。方法 根据机构的几何关系，在 4R 空间机构连杆运动学分析的基础上，建立该机构的运动学方

程，使用消元法对其运动学正、逆解进行了求解。使用空间 4R 机构替换 3RPS 并联机构的转动副，使

得该机构在初始位形下的结构，与 3RPS 并联机构等效。结果 使用 Matlab 计算得到了运动学方程消元

后方程的最高次数，从而得到了运动学正解最多的个数。该机构具有 3 个自由度，3 个移动输出和 3 个

转动输出耦合，机构的运动学正解最多有 16 个，这与 3RPS 最多拥有的正解数目一致。结论 得到了一

种新型的 3RsPS 机构，该机构的特征为 RS 副的转动轴线是在空间变化的，该机构的输出为三维移动伴

随三维转动，具有此类运动模式的并联机构在不规则形状的产品分拣筛选时，具有一定应用前景。 
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Kinematics Analysis of 3RPS Parallel Mechanism with Spatial 4R Spherical  
Mechanisms as Rotating Pairs 
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2.Xi'an Key Laboratory of Modern Intelligent Textile Equipment, Xi'an 710660, China) 

ABSTRACT: The work aims to design a new type of 3RsPS parallel mechanism that can output the motion of three rota-

tion freedom degrees coupled with three movement freedom degrees. Based on the geometric relationship of the mecha-

nism and kinematics analysis of the connecting rod of 4R spatial mechanism, the kinematics equation of the mechanism 

was established. The forward and inverse kinematics solutions of the mechanism were solved by elimination method. The 

rotating pair of 3RPS parallel mechanism was replaced by 4R spatial mechanism, so that the structure of 3RPS parallel 

mechanism under the initial configuration was equivalent to that of 3RPS parallel mechanism. The highest number of 

equations after elimination of kinematics equation was obtained by calculation through MATLAB, and the maximum 

number of the forward kinematics solution was obtained. The mechanism had three freedom degrees and three movement 

outputs coupled with three rotation outputs. The maximum forward kinematics solutions of the mechanism were 16, con-

sistent with the number of positive kinematics solutions of 3RPS. A new type of 3RsPS mechanism is obtained. The fea-

ture of the mechanism is that the rotation axis of Rs pair changes in space, and the output of the mechanism is 

three-dimensional movement accompanied by three-dimensional rotation. The motion characteristics of the mechanism 
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have certain application value in the field of efficient packaging sorting and screening. 

KEY WORDS: 4R spherical mechanism; forward kinematics; parallel mechanism 

不规则形状的产品在包装分拣时经常使用振动

筛来实现。振动筛一般按照一定运动规律往复运动。

为提高对不规则形状产品分拣的效率，提升振动筛筛

选产品时的随机性，可使用多自由度空间机构来实

现。多自由度机构的制造成本和控制难度较大，能实

现复杂三维移动耦合三维转动的空间运动的机构在

高效包装分拣筛选领域具有一定应用价值。 
并联机构可实现此类运动且具有高刚度、高加速

度。关于并联机构的型综合的研究，近些年来主要集

中在通过降低机构的耦合来提升并联机构运动性能

和可控性[1]、增大机构的耦合来提升机构刚度[2—3]、

提升并联机构的可重构性 [3—4]适应不同的工作需  
要[5]。同时一些具有新型运动模式的并联机构也被相

继提出，研究和设计具有新型运动模式特征的机构是

机构学理论研究的一个热点，并且该方面的研究在理

论和实用方面都有具有一定价值。 
3-RPS 是 hunt 提出的一类特殊的 2R1T 并联机

构，李秦川教授 [6]研究了其没有伴随运动的条件。

NURAHMI L[7]使用代数几何学对其操作模式进行了

研究。ZHANG[8]使用过约束 3-RRR 并联机构作为可
重构结构，设计一种可重构的 3PRS机构。黄真设计
了一种具有 3 个转动自由度[9]和 3 个移动自由度的 3
自由度 3RPS并联机构，并使用螺旋理论对动平台具
有的运动形式进行了全面的分析。DUAN Z[10]使用定

瞬心轨迹和动瞬心轨迹对动平台的运动对 2R1T并联
机构的运动进行分类。NAYAK A[11]对 3SPR和 3RPS
并联机构进行了性能比较。GALLARDO[12]设计了具

有双层结构的 2-3RPS 并联机构，并使用旋量理论对
其进行了运动学分析。文献研究了一种新型的 3RPS
具有的螺旋运动。GAN D[13]使用新型的运动副，设

计了一种 3支链可重构并联机构。现有文献主要集中
于研究 3RPS 并联机构的性能，且消除或强化 3RPS
并联机构伴随运动的方法较为单一，主要通过调整支

链布置的方式来实现。 
FANG Y F[14]提出的 4-RUC并联机构能实现 3个

移动和 1个转动自由度的并联机构，这种并联机构的
运动模式既不属于转动轴线分岔的 3T1R并联机构，
也不属于一般的 3T1R运动，即转动轴线方向是固定
的 Schoenfies运动。4-RUC并联机构动平台的运动模
式比较特殊，使用 3个正交的移动副与空间 4R闭环
机构进行串联，4R 闭环机构输出构件的运动模式与
其相同。在这一研究的启发下，YANG S[15]提出了具

有转动轴线在空间变化的 3T1R并联机构。闭环空间
4R 球面机构的输出构件具有 1 个转动自由度，这个

转动自由度的转动轴线在空间中会发生改变。当 2个
独立的移动副串联一个闭环空间 4R球面机构，空间
4R 球面机构上输出杆件的运动模式，是一种新型的
3T1R运动模式。空间 4R球面机构具有一维自由度，
其输出构件具有在空间中转动的一维自由度，而传统

的 3RPS并联机构中连接定平台的转轴轴线也是一维
转动自由度。受上述研究结果的启发，把 3RPS中的
转动副 R，使用球面 4R 机构进行替代，得到一种新
型的 3RSPS并联机构。3RSPS并联机构支链 RSPS中
RS的下标 S表示球面，RS表示具有一维的球面运动。 
综上所述，传统的 3RPS并联机构转动副轴线位

置与方向固定，此类机构可分为具有伴随运动和无伴

随运动的 3RPS并联机构。文中设计的 3RSPS并联机
构，转动副轴线方向在动平台运动过程中，轴线方

向发生变化，动平台将产生移动与转动耦合的空间

运动，使得其可在包装分拣筛选领域具有一定应用

前景。 

1  机构模块的结构几何关系 

1.1  3RPS并联机构 

Hunt 在 1983 年提出的 3RPS 并联机构见图 1，
定平台为 A1A2A3，点 A1，A2，A3在以点 O 为圆心的
圆周上均匀分布，圆 O的半径为 R。动平台为 B1B2B3，

点 B1，B2，B3在以 o为圆心的圆周上均匀分布，圆 o
的半径为 r。动、定平台通过 3 条支链 A1B1，A2B2，

A3B3 相连，支链的运动链结构为 RPS。点 A1，A2，

A3处布置转动副，转动副轴线与圆 O 共面，转动副
与其所在支链移动副 P垂直。 

 

图 1  3RPS并联机构简图 
Fig.1 Sketch of 3RPS parallel mechanism 
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1.2  4R球面机构 

如图 2 所示，转动副 R1，R2间夹角为 45°，R4

与 R3间夹角为 45°，R1与 R4间夹角为 90°，R2与 R3

间夹角为 60°。连接 R1与 R2，R2与 R3，R3与 R4的 3
个弧形杆件的半径均为 RS。R1沿着 x 轴方向，R4沿

着 y轴方向。图 2中 R'（虚线所示轴线）是转轴 R1，

R2所在平面 π1，与转轴 R3，R4所在平面 π2的交线，

R'是连接 R2与 R3的连杆绕点 o的瞬时转动轴线。 

 

图 2  空间 4R球面机构简图 
Fig.2 Sketch of 4R spatial spherical mechanism 

 
空间 4R球面机构具有 1个转动自由度，这个转

动自由度的转动轴线绕一点做旋转。把 3RPS并联机
构中，支链中的转动副 R，使用球面 4R 并联机构代
替，可得到一种特殊的 3RSPS并联机构（RS表示图 2
中连接转轴 R2，R3 的连杆所具有的转动特征的运动

副）。 

2  并联机构 

如图 3所示，3RsPS并联机构的 3条支链中，球
面 4R 机构 Rs 的转动中心，为 A1，A2，A3。在图 3
所示位形下，3 条支链中，球面 4R 机构连接移动副
杆件的瞬时转动轴线为 R'1，R'2，R'3。在图 3所示机
构位形下，3 条支链中的移动副的移动方向与轴线
R'1，R'2，R'3对应垂直。很明显，这种新型的 3RsPS
并联机构在图 3所示位形下，与一般的 3RPS并联机
构等效。 
在等边三角形动、定平台中心，建立坐标系 oxyz，

OXYZ，在图 3所示机构位形下，坐标系 oxyz与 OXYZ
坐标轴对应平行。在定平台上点 Ai（i=1，2，3）处
建立局部坐标系，以图 4为例，对这 3个局部坐标系
进行说明。支链 1与定平台连接点 A1处的空间 4R球
面机构见图 4。 
局部坐标系 o11x11y11z11姿态矩阵变换到定坐标系

OXYZ的变换矩阵见图 4，使用 zyx欧拉角表示为： 
O

11 11 11(180 ) ( 90 )z y ′= ° °−⋅R R R    (1) 
先使得局部坐标系 o11x11y11z11与定坐标 OXYZ坐

标轴对应平行，将局部坐标系 o11x11y11z11绕 z11轴转 

 

图 3  3RSPS并联机构简图 
Fig.3 Sketch of 3RSPS parallel mechanism 

 

图 4  支链 1中的球面 4R机构简图 
Fig.4 Sketch of spherical 4R mechanism in branch chain 1 

 
动角 180°，再绕转动后的局部坐标系 o11x11y11z11的坐

标轴 y'11转动角−90°。同理，可以得到 Ai（i=1，2，3）
处与空间 4R机构固联的局部坐标系与定坐标系之间
的变换矩阵 OR21，OR31。从图 3 可以发现，轴线 R'1
绕定坐标系 Z 轴，即局部坐标系 xi1转动 120°，240°
后，得到轴线 R'2，R'3，变换矩阵 OR21，OR31 见式

（2—3）。 

21 21 21 21(120 ) (180 ) ( 90 )O
x z y ′ −= ° ° °R R R R

 
 (2)       

31 31 31 31(240 ) (180 ) ( 90 )O
x z y ′= ° ° ⋅ °−R R R R   (3)           

支链 B1A1 施加在动平台上的约束旋量为过 B1

点，与 A1点处空间 4R球面机构连杆的瞬时转动轴线
平行的约束力。同理，支链 2，3 在动平台上施加的
约束力为过 B2，B3点的力旋量。在图 3所示位形下，
动平台上施加的 3个力旋量共面，其组成的旋量系秩
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为 3。可以发现，3-RsPS并联机构在图 3所示位形下，
与 3RPS并联机构相同，其自由度为 3，具有沿 X，Y
轴的转动自由度和沿 Z 轴的移动自由度。然而，
3-RsPS并联机构的约束旋量系与 3RPS并联机构的约
束旋量系有着明显的区别。由于空间 4R球面机构的
连杆的瞬时转动轴线方向在不断变化，当图 3所示并
联机构动平台离开图示位形后，3条支链中 Ai点处的
约束旋量方向会发生变化。值得注意的是，在一般位
形下，上述 3 个约束力旋量线性无关，因而 3-RsPS
并联机构的自由度与 3-RPS并联机构的自由度相同，
其自由度为 3。 

3  并联机构运动学分析 

3.1  球面 4R机构连杆的位移分析 

空间 4R机构的运动学方程为式（4），式（4）中
αij表示转轴 i和转轴 j之间的夹角。根据式 Z12=c34，

可以建立转动副 Ri1转角 θi1与转动副 Ri2转角 θi2之间

的关系，从而根据局部坐标系“2”到局部坐标系“1”的
姿态变换矩阵，可以计算连杆 ai23(即支链 i连接转轴
Ri2和转轴 Ri3的连杆)上任意矢量的姿态随转动副 Ri1

转动的关系。转动副 Ri1转角 θi1与转动副 Ri2转角 θi2

之间的关系见式（4）。 

12 34

12 23 1 2 1 2 23 1

1 41 1

1 12 41 12 41 1

1 12 41 12 41 1

( )

( )

Z c
Z s X s Y c c Z
X s s
Y s c c s c
Z c c s s c

=

= + +

=
= − +
= −

 

34 23 41 1 2 2 12 41 12 41 1 2 23 12 41 12 41 1( ) ( )c s s s s c s c c s c c c c c s s c= − − + −
     (4) 
整理后得到： 

23 41 1 2 23 12 41 2 23 12 41 1 2 23 12 41

23 12 41 1 34 0
s s s s s s c c s c s c c c c c

c s s c c
− − + −

− =
 

 (5) 

根据万能代换公式： 
2

2 2

1 2
;

1 1
i i

i i
i i

t t
c s

t t
−

= =
+ +

 
 (6) 

式（5）可写成式（7）的形式： 
2 2

1 2 23 41 2 1 23 12 41
2 2 2 2
1 2 23 12 41 23 12 41 1 2

4 (1 )(1 )

(1 )(1 ) (1 )(1 )

t t s s t t s s c

t t s c s c c c t t

− − + −

− − + + + −
 2 2 2 2

1 2 23 12 41 34 1 2(1 )(1 ) (1 )(1 ) 0t t c s s c t t− + − + + =     (7) 
整理式（7）得到： 

2 2 2 2
11 1 2 12 1 13 2 14 1 2 15 0K t t K t K t K t t K+ + + + =   (8) 
式中： 11 23 12 14 23 12 14 23 12 14 23 12 14K s s c s c s c s s c s s= − + + −

34c ， 12 23 12 14 23 12 14 23 12 14 23 12 14 34K s s c s c s c s s c s s c= − + + + − ，
K13= 23 12 14 23 12 14 23 12 14 23 12 14 34s s c s c s c s c c c s c+ + − − ， K13= 
4s23s14, 15 23 12 14 23 12 14 23 12 14 23 12 14 34K s s c s c s c c c c s s c= − − + − − 。 
将 α12=45°，α23=60°，α34=45°，α14=−90°，θ1=0°

代入式（8），得到： 2
13 2 15 0K t K+ = ， 13

6 2
4

K − −
= ，

15
6 2

4
K −

= ， 2 (2 3)t = ± − ， 2
3

2
c = ， 2 60θ = ± °。 

结合图 4 位形，取 θ12=60°，3 条支链中，空间
4R机构连杆的所在坐标系“i2”（i=1，2，3）与支链 i
中的转角 θi1，θi2，以及杆件的尺寸参数有关，从而

可以建立空间 4R 球面机构连杆局部坐标系“i2”相对
于定坐标系的姿态变换矩阵。假设图 3所示机构位形
为初始位形，3条支链的移动副轴线和定平台可形成
正 4面体，根据正四面体的几何特征可知，过定平台
上 A1，A2，A3的外接圆半径为 RA，过动平台上 B1，

B2，B3的外接圆半径为 RB，正四面体的 3 条棱和底

面的夹角 Δ1为
2arccos
3

 
 
 
。 

支链 1 中的移动副的方向矢量在坐标系“11”   
中为： 

T

11
1

5 20
3 3

 
= − 
 

P        (9) 

图 3 所示机构初始位形下，转轴 R11和 R12的位

置见图 4，将 θ11=0°代入式（8）得到 θ12=60°，移动
副的矢量方向在支链 1的坐标系 2中为： 

11
12 11 12

12 11 1
11 12

12 12 11
1 11 1

(45 ) (60 )

( )
x z′ ′

−

= ° °

=

=

R R R

R R

P R P
      (10) 

考虑到转动副 R11和 R12转动的角度，那么支链 1
的局部坐标系 2 表示为“12”变换到定坐标系“O”可表
示为： 

( )
1112 11 z x11 z12 1245O O θ θ′ ′= °11 （ ） （ ）R R R R R

 
 (11)  

3.2  3RsPS并联机构运动学分析 

3.2.1  运动学正解。 

将支链 1 中移动副的方向矢量变换到定坐标系
中为： 

1
O O= ⋅ 12

12 1P R P                      (12) 
同理，可以得到支链 2，3 的移动副方向矢量的

方程。矢量 BiAi与支链 i的移动副方向相同，可得到
方程： 

1 i i

i i

i i

O O
B A

O O O
i B A

i O O
B A

x x

y y
l

z z

 −
 

= ⋅ − 
 −  

P     (13) 

式中：OxBi，OyBi，OzBi，OxAi，OyAi，OzAi分别为点
Bi，Ai在定坐标系中的位置坐标。根据第 2节内容的
分析，可知，3RsPS并联机构具有 3个自由度，一般
情况下，3条支链在动平台上施加的约束力不共面、
不平行时，动平台空间 6个位置姿态参数只有 3个是
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独立的。设动平台坐标系变换到定坐标系的变换矩阵
为： 

x x x
O

o y y y

z z z

l m n
R l m n

l m n

 
 =  
 
 

           (14) 

式（14）的变换矩阵 9个元素中只有 3个是独立
的，其他 6个元素可以通过下列关系求得： 

2 2 2 1x y zl l l+ + =           (15) 
2 2 2 1x y zm m m+ + =         (16) 

0x x y y z zl m l m l m+ + =       (17) 

x y z z yn l m l m= −           (18) 

y z z x zn l m l m= −            (19) 

z x y y xn l m l m= −           (20) 
动平台坐标系原点 o在定坐标系中的坐标为： 

TO O O O
o o oo x y z =        (21) 

定平台上点 Ai在定坐标系中为： 

[ ]T T0 1,2,3O O O
Ai Ai Ai i ix y z a b i  = =   

 (22) 
动平台上点 Bi在动坐标系中为： 

[ ]T T0 1,2,3O O O
Bi Bi Bi i ix y z p q i  = =  (23) 

式（23）中 Bi 在定坐标系的坐标可采用坐标变

换得到： 

1, 2,3
Bi i x i x o

Bi i y i y o

Bi

O

i

O

O O

z o
O

i
O

z

x p l + q m + x
y = p l + q m + y i
z p l + q m + z

   
   

=   
   
   

 

 (24)  

根据式（13），式（24），运动链 i得到的约束方
程为： 

1 i x i x o i

i i y i y o i
i

i z i z

O

o

O

O

O

p l q m x a
p l q m y b

L
p l q m z

 + + −
 

= + + − 
 + + 

P

 

 (25) 

[ ] 1,2,3O
i i i i= u v w i =P            (26) 

0
i i i z i z ow L = p l + q m + z            (27) 
式（25）中 Li为中间变量，根据式（27）可消去

Li。式（25—26）可得到 2个独立的方程。容易发现，
其中不存在未知数 nx，ny，nz，且变量 ui，vi，wi 与

支链 i 驱动转动副的转角 θi1有关。这样在位置正解
中只要求解 9个未知数，所以只要 9个方程即可。这
9 个方程为（15—17），根据式（25—26）得到支链
i(i=1, 2, 3)得到 6个方程。 

0O Oi i i
i x i x o i z i z o i

i i i

u u u
p l + q m + x p l q m z a =

w w w
− − − −

 
(28) 

0O Oi i i
i y i y o i z i z o i

i i i

v v v
p l + q m + y p l q m z b =

w w w
− − − − (29) 

式（28—29)是关于变量 lx，ly，lz，mx，my，mz，

xo，yo，zo的线性方程，可以将 mx，my，mz，Oxo，Oyo，

Ozo使用 lx，ly，lz表示： 

1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1

2 2
2 2 2 2

2 2

3 3
3 3

3 3

1 1
1 1

1 1

2 2
2 2

2 2

3 3
3 3

3 3

0 1 0

0 1 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

0 0 1

x z

x
x

y

z
O

o
O

o
O

o

u u uq q a p l p l
w w w
u uq q a p l
w w m

mu u
q q

w w m
xv vq q

w w y
v v zq q
w w
v v

q q
w w

  + 
 
 

+ 
  
  
  
   =  
  
  
      

 
 

− − −

− − −

− −

− −

 


−

− −
 

−

2
2

2

3
3 3 3

3

1
1 1 1

1

2
2 2 2

2

3
3 3 3

3

z

x z

y z

y z

y z

up l
w
u

a p l p l
w
vb p l p l
w
vb p l p l
w
v

b p l p l
w

 
 
 
 
 
 
 

+ 
 
 
 +
 
 


−

−

− +
 
 
 +−
  

         

(30) 
mx，my，mz，Oxo，Oyo，Ozo可以看作由变量 lx，

ly，lz线性变换得到，其形式为： 

j x j y j z jA l B l C l D+ + +
 

 (31) 
将 mx，my，mz，Oxo，Oyo，Ozo，代入式（25—26），

可得到： 
2 2 2

11 12 13 14 15 16

17 18 19 10 0
x y z x y y z x z

x y z

k l + k l + k l + k l l +k l l + k l l +

k l + k l + k l + k =
 

 (32) 

2 2 2
21 22 23 24 25 26

27 28 29 20 0
x y z x y y z x z

x y z

k l + k l + k l + k l l +k l l + k l l +

k l + k l + k l + k =  
 

 (33) 

联立式（15）和式（32），式（32）和式（33），
得到 2个关于 lx，ly，lz的一般二元二次方程组。先将

式（15），式（32）化为式（34）的形式，即： 
( ) 0i x i x ia l b l c+ + =   (34)  
得到： 

2 2 2
1 1

2 2
1 2 11 2 14 16 17

2 2
2 12 13 15 18 19 10

11 14 16 17 12

2
13 15 18 19 10

1 1 0

1  

( )

0

x y z

y z y z

y z y z y z

2
x y z x y

z y z y z

l +l +l = 0,a = ,b = ,

c = l +l a = k ,b = k l +k l + k ,

c = k l + k l + k l l + k l + k l + k

k l + k l +k l + k l + k l +

k l + k l l + k l + k l + k =

−

−

 

 (35) 

消去 lx，得到： 

1 2 2 1 1 2 2 1( ) ( ) 0xa c a c l b c b c− + − =      (36) 
接下来，将方程组中式（15），式（32）写成式

（37）的形式： 
2 ( ) 0i x i x ia l b l c+ + =         (37) 
得到： 

    

2 2 2

2 2
3 3 3

2 2
11 14 16 17 12

2
13 15 18 19 10

4 11 4 14 16 17

2 2
4 12 13 15 18 19 10

1 0                       

1, 0, 1

( ( )

) 0

, ,

+

x y z

y z

x x y z y

z y z y z

y z

y z y z y z

l l l

a b c l l

k l l k l k l k k l

k l k l l k l k l k

a k b k l k l k

c k l k l k l l k l k l k

+ + =

= = = +

+ + + + +

+ + + + =

= = + +

= +

−

+ +

−

+

 

(38) 
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式（38）消去 2
xl 得到： 

3 4 4 3 3 4 4 3( ) ( ) 0xa b a b l a c a c− + − =   (39) 
联立式（36），式（39），可消掉 lx得到关于 ly，

lz的方程： 

3 4 4 3 1 2 2 1 1 2 2 1 3 4 4 3( )( ) ( )( ) = 0a b a b b c b c a c a c a c a c− − − − −  
(40) 

同理，可联立方程组中式（32—33）得到关于 ly，

lz的方程，先将式（32—33）化为式（41）的形式，
即： 

( ) 0i x i x ia l b l c+ + =               (41) 
得到： 

2 2
21 24 26 27 22 23

25 28 29 20

2
5 21 5 24 26 27 5 22

2
23 25 28 29 20

2 2
11 14 16 17 12 13

15 18 19 10

6

( )

0

, ,

( )

0

x y z x y z

y z y z

y z y

z y z y z

x y z x y z

y z y z

k l k l k l k l k l k l

k l l k l k l k

a k b k l k l k c k l

k l k l l k l k l k

k l k l k l k l k l k l

k l l k l k l k

a k

+ + + + + +

+ + + =

= = + + = +

+ + + +

+ + + + + +

+ + + =

= 11 6 14 16 17

2 2
6 12 13 15 18 19 10

, y z

y z y z y z

b k l k l k

c k l k l k l l k l k l k

= + +

= + + + + +

  

(42) 

消去 lx，得到： 

5 6 6 5 5 6 6 5( ) ( ) 0xa c a c l b c b c− + − =          (43) 
将方程组中式（32），式（33）写成式（34）的

形式： 
2

i( ) 0i x x ia l b l c+ + =            (44) 
2

21 24 26 27 22

23 25 28 29 20

7 21 7 24 26 27

2 2
7 22 23 25 28 29 20

2 2 2
11 14 16 17 12 13

15 18 19 10

( ( )

) 0

( ( )

)

2
x x y z y

2
z y z y z

y z

y z y z y z

x x y z y z

y z y z

k l + l k l +k l + k + k l +

k l + k l l + k l + k l + k =

a = k ,b = k l +k l + k ,

c = k l + k l + k l l + k l + k l + k

k l + l k l +k l + k + k l + k l +

k l l + k l + k l + k

8 11 8 14 16 17

2 2
8 12 13 15 18 19 10

0

y z

y z y z y z

=

a = k ,b = k l +k l + k

c = k l + k l + k l l + k l + k l + k

  

(45) 

式（45）消去 2
xl 得到： 

7 8 8 7 7 8 8 7( ) ( ) 0xa b a b l a c a c− + − =   (46) 
联立式（43—44），消去 lx 得到关于 ly，lz 的的   

方程： 

5 6 6 5 7 8 8 7 7 8 8 7 5 6 6 5( )( ) ( )( ) 0a c a c a c a c a b a b b c b c− − − − =−  
    (47) 

式（40），式（47）2个方程都是关于 ly，lz的不

高于 4次的方程。可以将其写成式（48）的形式。 
4 3 2 2

11 12 13 14 15 16

3 2 4
17 18 19 20 21 22

4 3 2 2
31 32 33 34 35 36

3 2 4
37 38 39 40 41 42

( ) ( )

( ) ( ) 0

( ) ( )

( ) ( ) 0

y y z y z z

y z z z z

y y z y z z

y z z z z

n l l n l n l n l n l n

l n l n l n l n n l n

n l l n l n l n l n l n

l n l n l n l n n l n

+ + + + + +

+ + + + + =

+ + + + + +

+ + + + + =
 

 (48) 

将式（48）利用结式消元法得到关于 lz的行列式，

令行列式值为 0，可的得到 lz的解。使用 Matlab展开
式（48）对应的结式的行列式，发现该行列式是关于
lz的 16 次方程，令该行列式值为零，可最多解得 16
个解。 

3.2.2  运动学逆解。 

一般来讲，并联机构的运动学逆解相对于正解的

求解要简单。已知动平台的 6个位置、姿态参数。根
据动平台的尺寸，可联立式（7），式（13），式（14）
得到支链 i的输入转角，由于一般情况下，不使用移
动副做被动运动副，因而也可选择使用移动副作为驱

动副。根据支链 i 的输入转角和公式（14），也可以
求出移动驱动副变量 Li 的长度，从而得到该机构的  
逆解。 

4  结语 

文中使用球面 4R 机构代替 3RPS 机构中的定轴
转动副 R，得到了一种新型的 3RsPS机构，该机构的
特征为 RS副的转动轴线是在空间变化的，该机构的

输出为三维移动伴随三维转动，具有 3个自由度，具
有此类运动模式的并联机构在不规则形状的产品分

拣筛选时，具有一定应用前景。 
建立了该机构的运动学方程，使用消元法得到该

机构的运动学正解、逆解的求解方法。结果表明该机

构的运动学正解最多有 16 个，由于一般的 3RPS 并
联机构正解为 16个。该新型 3RSPS 在某瞬时位形下
与 3RPS并联机构是等效的，因而正解的数目应该与
一般 3RPS并联机构解的数目一致。 
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