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摘要：目的 为了设计拎手绳自动打结机而分析能量与拎手绳打结状态的关系。方法 分别以悬垂约束时，

缠绕 1 圈后和成结时的拎手绳为分析对象，利用悬链线理论建立拎手绳的二维数学模型；通过弧长方程、

变分法里的 Euler-Lagrange 方程等，分析拎手绳在悬链线状态下的势能；通过平面曲线的 Frenet 方程、

弯曲能量方程及扭转能量方程等，对用于打结的绳段弯曲能量和扭转能量进行分析，并进行打结试验验

证。结果 拎手绳在悬链线状态下势能最小；拎手绳在缠绕过程中，弯曲的形状越接近规则圆、拎手绳

自身的扭转数越少，绳子的能量就越小。结论 打结过程中拎手绳的状态选择决定了绳子能量的大小，

能量越小绳子就越趋于稳定，打结成功率越高。 
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ABSTRACT: The work aims to analyze the relationship between the energy and the knotting state of the hand rope, in 

order to design an automatic hand rope knotting machine. The catenary theory was used to propose a two-dimensional 

mathematical model of hand rope based on the analysis of hand rope in the state of suspension, one turn winding and 

knotting. The arc length equation and the Euler-Lagrange equation of the variational method, etc. were used to analyze the 

potential energy of the hand rope in the catenary state. The bending energy and torsional energy of the rope segment 

used for knotting were analyzed by the Frenet equation of the plane curve, the bending energy equation and the tor-

sional energy equation. A knotting test was carried out for the verification. The hand rope had the lowest potential en-

ergy in the state of the catenary. In the winding process, the closer the curved shape was to the regular circle, the less 

the twisting number of the hand rope itself, the smaller the energy of the rope. The state selection of the hand rope in 

the knotting process determines the energy of the rope. The smaller the energy, the more stable the rope will be, and the 

higher the knotting success rate. 
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随着社会的发展，各行业中手工打结的工作暴露
出了一系列的缺陷，如工作强度大、工作效率低下等，

因此，一些机械化的打结装置应运而生[1]，如织布结
打结器、丝线打结器等。在包装领域，如：用于购物

的纸袋拎手绳、牧草捆扎、纸币捆扎等，这些绳子
的打结还是靠手工操作。根据目前我国第三产业发
展的进度，手工操作行业的人力资源日趋紧缺，企

业人力成本不断攀升，机械化打结大规模应用于拎
手绳将是大势所趋。打结装置的研究中，高成结率

是重点考虑的参数之一，而研究高成结率必然要考
虑能量因素。 

目前的打结器研究模型有些是基于海带悬链线
的数学模型[2]，有些是基于缝合线的力学模型[3]，也

有的利用了弹簧质点模型进行研究[4]，然而都缺少对
所研究对象进行能量方面的分析。 

1  拎手绳数学模型 

目前市场上的拎手绳，其打结工作基本上是由从

业者手工操作，打结方法见图 1。结合现有的这种打
结方式，对能量进行分析时，先建立纸袋拎手绳的数

学模型。 

          
 

图 1  拎手绳打结方法 
Fig.1 Knotting method of hand rope  

 
在 xy 坐标上获得拎手绳的投影，并用函数 f(x)

表示其曲线形状。任取绳子的微段 f(x)，其受力情况
见图 2。其中 T1，T2分别为左右两端拉力，ρ 为绳子
的线密度，ρgΔl为重力。 

 

图 2  微段绳子受力情况 
Fig.2 Stress of micro-segment rope 

 
由物体受力平衡条件可得： 
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由图 2可知，微段绳子所受张力的水平分力总是
相等的[5]，记为 F，而在竖直方向上的分力[6]则是随

着横坐标 x的变化而变化，记为函数 T(x)，因此，由

式（1）可得： 
( ) ( )T x x T x g lρ+ ∆ = + ∆       (2) 

将 2 2L Χ Υ∆ = ∆ + ∆ 代入式（2），并使等式两边
同除以 Δx，则得到： 

( ) ( ) 2 2
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当∆x趋于 0时，取极限得： 
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由一阶导数的几何意义可知： 

( ) yf x
x
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由图 2可得： 
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联立式（4—6）得： 

( ) ( ) 2
1T x g f xρ′ ′= +      (7) 

由 ( ) ( )T x F f x′= × ，可推出： 

( ) ( )T x F f x′ ′′= ×   (8) 

联立式（7）和式（8）可得： 

( ) ( ) 2
1F f x g f xρ′′ ′× = +      (9) 

根据微分知识[7]可知方程（9）属于 ( ),y f y y′′ ′′= 型。 

设
Fa
gρ

= ，解得： 1 2( ) cosh xy f x a c c
a

 = = × + + 
 

  

(10) 
式中：a 为悬链系数；C1和 C2为任意常量。式

（10）即为拎手绳数学模型。 

2  拎手绳的能量 

在纸袋拎手绳进行机械化打结时，对打结有极大

影响的就是绳圈所处状态能量的高低。如果绳圈所处
状态能量较高，则绳子本身有趋于低能状态的变化，

导致绳圈由于产生一定变形而出现不稳定，降低了成
结率。 

打结中拎手绳的能量包括悬垂状态下的重力势

能、绳子弯曲时的能量 Eb以及扭转时的能量 Et
[8]，当

然也存在绳子的弹性势能，但由于绳子在待打结之

前，基本不处于张紧状态，弹性变形极小，因此其势
能忽略不计。 

2.1  拎手绳的重力势能 

在不考虑弹性势能的影响下，不妨定量分析拎手

绳从悬垂状态至绕弯成 170°的某一状态，即相当于在
这一状态下两端固定（图 3），就可以找到可以使绳
子的重力势能达到最小的那个位置。 

http://fanyi.baidu.com/#auto/auto/force%20diagram
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图 3  绳子缠绕 
Fig.3 Rope winding 

 
图 3中，A(x1,y1)为定点之一，同时也是圆的四等

分点；B(x2,y2)为绳子弯曲时的另一定点，经过 A，B
的绳子长 L，方程为 y=f(x)，重心位置是(x0,y0)，根据
弧长公式得到： 
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由重心公式可得： 
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由于重力势能大小仅跟重心的 y0 数值有关，则

可以设泛函为： 

( ) ( )2

1
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x
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式中： ( ) ( )2, , 1F x y y y y′ ′= + 。根据变分法[9]相

关内容可知，若曲线 y=f(x)使 J(y)取得最小值，则曲
线 y=f(x)应满足 Euler-Lagrange式子见式（14—15）。 
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将式（15）的 3个方程代入式（14）得： 
21 ( ) 0y y y′ ′′+ − ⋅ =           (16) 

解微分方程（16）得： 

cosh( )xy c
a

= +              (17) 

式中：a，c为常量。 
以上计算中从使用 Euler-Lagrange方程开始，所

有计算过程均为临界状态。最终得出，过 A，B定点
的曲线，最低重心位置为悬链状态，即拎手绳在形成

圆圈之前，如果使绳子处于悬链线状态，则绳子处于

最低能量的最稳定状态[6]。 

2.2  拎手绳的弯曲能量 

为了分析拎手绳在弯曲时产生的能量，不妨把绳

子看作二维曲线，设为 r=r(s)，见图 4，s为弧长[10]，

则方程可以表示为： 
( ) ( ( ), ( ))r s x s y s=   (18) 

 

图 4  平面曲线向量分布 
Fig.4 Vector distribution of plane curve  

 
由此，可以计算出其单位切向量： 

( )( ) ( ( ), ( ))s r s x s y s′ ′ ′= =α   (19) 
β(s)为唯一与 α(s)垂直正交的单位向量，即： 

( ) ( ( ), ( ))s y s x s′ ′= −β   (20) 
沿 r=r(s) 曲 线 可 以 建 单 位 正 交 标 架 场

}{ ( ); ( ), ( )r s s sα β [11]，因为 α(s)为单位向量场，并且有

( ) ( )s s′⊥α α ，既而可以计算平面曲线 r=r(s)相对曲率 
( ) ( )  

( ) ( )
r

r
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根据以上分析与计算过程，可以得出该平面曲线

的 Frenet式为： 
d
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用 θ(s)表示切向量 α(s)与 x轴正向夹角，且把其
看成 α(s)的方向角，在弧长 s 微段内取 θ(s)的一个连
通分支，则有： 

( ) (cos ( ),sin ( ))s s sθ θ=α              (23) 
联立式（18）和式（20），可得： 

( )
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 ′ =

  (24) 

对式（24）再次求导，可得： 
( ) sin ( ) ( )
( ) cos ( ) ( )
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θ θ
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其中 ( ) ( ( ), ( ))s x s y s′ ′′ ′′=α ，则： 
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式（26）两边点乘 β(s)，联合式（20—25），即



·236· 包 装 工 程 2020年 6月 

可得到： 

( )2 2

( ) ( ) ( sin ( ) ( ),cos ( ) ( )) ( )
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 (27) 
拎手绳平面曲线弯曲时，会出现方向角 θ(s)，设

最初位置时 θ(s)0=0，同时考虑到曲线弯曲时会有多
个方向角而导致绳子变形的形状有多种，可以将曲线

等分成多个单位长度，进而对这些单位长度的绳段所

产生的方向角进行分析，见图 5。 

 

图 5  拎手绳弯曲模型 
Fig.5 Bending model of hand rope  

 
由平面曲线单位弯曲能量计算方法 [12]得到曲线

单位弯曲能量方程： 

21 [ ( )]
2b bE K c s=                        (28) 

式中：Kb为弯曲刚度；c(s)为曲率，即 rκ 。 
根据式（27—28），可以计算： 
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当且仅当 1 2( ) ( )s sθ θ′ ′= 时， (min) 1 2( ) ( )b bE K s sθ θ′ ′= 。 
对 1 2( ) ( )s sθ θ′ ′= 两边积分，可得： 

1 2

1 2 0
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B A

c B

s s

s s
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θ θ θ
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将初始位置设定的 0( ) 0sθ = 代入式（30），可见
当 1 2( ) ( )s sθ θ= 时，绳子的单位弯曲能量处于最小状

态，根据 Mark Moll等[13]的能量最小原则，这个时候

的绳子倾向于稳定的规则圆形。 

2.3  拎手绳的扭转能量 

可以用一个简单的实验来了解拎手绳在扭转时

产生的能量。把一根绳子拉直（不伸长），见图 6a，
则该状态下 LK=Tw=0（式中 LK 为环绕数，Tw 扭转   
数）[14]，此时绳子不产生任何能量。再把该绳子扭转

数圈后拉直，见图 6b，则捏住绳子的手指头能够感
觉到有一定的扭转力矩，如果扭转的圈数继续增加，

手指感觉到的力矩也会增加，此时如果不用力捏紧，

绳子将会直接滑落，这种状态下有 LK=Tw＞1。在捏

紧的状态下逐渐减小拉力，则绳子会逐渐纠缠成图

6c 的形状，手指感觉到绳子的扭转力矩也在逐渐减
小，说明从图 6b—c，绳子扭转的能量在逐渐减小。 

 

图 6  绳圈扭转实例 
Fig.6 Example of rope loop torsion 

 
根据上述可以发现，影响拎手绳扭转能量大小的

重要原因是绳子扭转的圈数的多少。根据扭转能量方

程可以得到[15]： 
2

2t
t w2

2π
( )

K
E T

L
=                    (31) 

式中：Kt为扭转刚度；L为绳子长度。 
扭转刚度 Kt与绳子长度 L 为常量，均只跟材料

本身有关，所以根据方程（31）可以看出，拎手绳的
扭转能量 Et与绳子扭转数 Tw的平方成正比，如果需

要拎手绳能量处于较低状态，则需要尽可能减少让拎

手绳的扭转数 Tw。 
根据以上对重力势能、弯曲能量及扭转能量的分

析，为了使拎手绳便于打结，需要想办法使绳圈处于

低能量的稳定状态，而绕轴旋转打结法可以让绳子在

打结过程中形成圆形，从而在任一相等长度弧段上的

方向角均相等且满足打结过程中的低能量要求。过程

见图 7，拎手绳绕轴旋转即可得到基本呈圆形的绳圈，
由式（30）可以证明此时弯曲能量 Eb接近最小。 
 

     
     a                  b   

 
图 7  绳子绕轴的效果 

Fig.7 Rendering of rope around axis 

由于夹绳工具与绳子一起转动，此状态下绞拧数

Wr≈1，因为作为拓扑不变量的环绕数 LK保持为 0，
所以扭转数 Tw≈−1，拎手绳绕轴旋转过程中紧贴圆
轴，使得绳圈中不存在足够的条件产生扭转，因此扭

转能量 Et≈0，满足绳圈保持稳定的要求。当然，在绳
圈外确实有一定扭转数，但并不影响拎手绳的成结。 
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3  打结试验 

为验证成结过程中不同阶段能量及绳的状态

选择对打结的影响，在自动打结装置平台上搭建了

实验样机，样机主要由绕绳、传动、成结三大机构

组成，原动机选择了 57H2P9850A4 步进电机同时
外接调速器作为控制部分。整个自动打结试验机见

图 8。  
从图 9a—b，绳子在绕绳机构上从初始位置的 0°

转动至 170°，期间影响较大的能量主要是绳子的重力
势能，根据上述分析，此时绳子基本处于悬链线状态，

达到势能最小。从图 9b—c，即绕绳机构从 170°转动
至 400°，期间影响较大的能量主要是弯曲能量，此时
绳子的打结部分基本处于规则圆形状态，达到弯曲能

量最小。从图 9c—d的成结过程中，影响较大的能量
主要是绳子的扭转能量，由于扭转数少，所以此时绳

子的扭转能量最低。 

 
 

图 8  自动打结试验机 
Fig.8 Test device for automatic knotting 

 

 
 

图 9  绳子打结过程 
Fig.9 Process of rope knotting 

 

由此可见，通过对拎手绳打结过程中 3个主要阶
段的能量分析，能指导实际打结过程中绳的状态选

择，从而提高打结成功率。 

4  结语 

为了提高拎手绳机械化打结的成结率，需要对其

进行合理的能量分析。研究所做工作总结如下所述。 
1）利用悬链线理论，首先对微段进行受力分析，

由静力平衡条件、三角函数、一阶导数的定义及微分

方程的解法，在两端点已知的状态，构建了绳子的二

维数学模型。 
2）通过弧长、重心方程与 Euler-Lagrange方程，

得到绳子在处于悬链线状态时，重力势能最小，绳子

最稳定；使用了 Frenet方程、弯曲能量方程及扭转能
量方程，证得拎手绳在缠绕过程中，曲线形状越接近

圆形、扭转数越少，弯曲能量、扭转能量就越小，打

结过程就越稳定。 
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3）在自动打结试验台上进行了试验验证，得出
在拎手绳的成结过程，不同阶段中重力势能、弯曲能

量与扭转能量所起的主要作用，实现快速成功打结。 
以上结论对多样复杂状态时的打结尚待进一步

研究。 
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