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摘要：目的 电子膜要求涂层均匀、套印精度高，文中旨在研究不同参数对柔性电子多层膜动态稳定性

的影响，为柔性电子膜的稳定传输提供理论指导。方法 应用 Hamilton 原理建立运动多层膜结构的振动

微分方程，采用隐式龙格库塔法求解离散得到的状态方程，根据 Floquet 理论计算系统 1k  时对应的 Ω

和 c1。结果 在对边简支对边固支边界条件下，运动多层膜稳定区域更大。此外，减小平均速度、张力

比、非均匀张力系数，增大长宽比，可以提高运动多层膜的稳定性，其中平均速度变化的影响最为显著。

结论 通过建立实际生产中运动柔性电子多层膜数学模型，得到了不同参数对运动多层膜动态稳定性影

响规律，研究结果为柔性电子多层膜稳定传输，提高涂层均匀性、叠印精度提供了理论依据。 
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Dynamic Stability of Multilayer Film Structure under Non-uniform Tension 
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(1. School of Printing Packaging Engineering and Digital Media Technology, Xi'an University of Technology, 
Xi'an 710054, China; 2. School of Mechanical and Precision Instrument Engineering, 

Xi'an University of Technology, Xi'an 710048, China) 

ABSTRACT: The work aims to study the effects of different parameters on the dynamic stability of flexible electronic 
multilayer film considering that electronic film requires uniform coating and high overprint lamination accuracy, so as to 
provide theoretical guidance for the stable transmission of flexible electronic film. The vibration differential equation of 
the moving multilayer film structure was established by Hamilton’s principle, the discrete equation of state was solved by 
the implicit Runge-Kutta method, and the corresponding Ω and c1 of the system 1k   were calculated according to the 
Floquet theory. The stable region of the moving multilayer film was larger when the film was simply supported on oppo-
site sides and fixed on opposite sides. In addition, reducing the average speed, tension ratio, non-uniform tension coeffi-
cient, and increasing the aspect ratio could improve the stability of the moving multilayer film, and the effect of the aver-
age speed change was the most significant. Through the establishment of the mathematical model of the moving flexible 
electronic multilayer film in actual production, the effect law of different parameters on the dynamic stability of the 
moving multilayer film is obtained. The research results provide a theoretical basis for stable transmission of flexible 
electronic multilayer film and improvement of coating uniformity and overprint lamination accuracy. 
KEY WORDS: non-uniform tension; variable speed; multilayer film structure; dynamic stability 
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柔性电子制造通过卷到卷（R2R）方式可以有效

控制生产成本、简化生产工艺、有效避免材料浪费，

已经成为 RFID、薄膜太阳能电池、OLED、印刷电子

等领域理想制造技术。从柔性电子制造的生产过程和

功能薄膜的制备工艺可以看出，其具有明显的多层化

特点。其多层化、多材料特性，常常表现出异于一般

结构的复杂力学行为[1]，在生产过程中多层膜结构产

生的振动对涂布的均匀性、精准封装等会造成严重影

响，降低产品质量。 
在 R2R 柔性电子制造中，料带并不是严格匀速

运动的。在涂布、干燥、输送等过程中，料带进行高

温镀层时质量的增加、干燥时受到烘箱气体的干扰、

收放卷时料卷直径的变化和导向辊转动时的扰动，薄

膜的速度通常是变化的，微小的速度扰动都会对印刷

电子薄膜产品的质量产生很大的影响。由于导向辊安

装不平行也会导致薄膜两端产生非均匀张力，导致涂

布层粗糙度发生变化，引起褶皱。因此研究多层膜结

构在非均匀拉力作用下变速运动振动特性十分有必

要。近年来已经有大量关于轴向运动层合板横向振动

及稳定性的研究。赵飞等[2]采用分层理论对复合材料

层合板的固有频率和振型进行理论计算。刘金建等[3]

利用多尺度法分析了变速运动板的失稳规律。陈立群

等 [4]用解析和数值方法同时研究了面内变速运动粘

弹性板的横向非线性振动，考察了面内运动平均速

度、面内运动速度涨落、黏性系数等对稳态响应的影

响。Yang 等[5]采用多尺度法得到了轴向加速复合材料

板的稳定边界。Lu 等[6]采用直接多尺度方法，研究了

轴向移动的石墨烯增强层合板的动态稳定性。刘金堂

等[7]利用 Galerkin 法与平均法研究了由共振引发的失

稳区域。Hatami[8]利用经典板理论研究了平面内力作

用 下 轴 向 移 动 对 称 层 合 板 的 自 由 振 动 问 题 。

Aydogdu[9]利用高阶剪切变形层合板理论研究了复合

材料动力特性。Marynowski 等[10]研究了温度对轴向

移动多尺度复合材料板自由振动和临界输运速度的

影响。Han 等[11]用分析薄层结构振动的里兹方法研究

了对称叠层斜板的自由振动。关于轴向运动薄膜横向

振动及其参数振动也有许多研究成果。侯志勇等 [12]

利用达朗贝尔原理建立轴向运动薄膜横向振动微分

方程，并用微分求积法验证解析解，求出了轴向运动

薄膜的稳定区间。武吉梅[13]根据 Floquet 理论确定了

纸带的动力不稳定区域和稳定区域。邵明月[14]研究了

非均匀张力下变速膜的振动特性和稳定性。Wu 等[15]

研究了系统参数对变速膜振动特性和稳定性的影响。

卢瑶等[16]研究了变速运动粘弹性硬质薄膜的稳定性，

分析了不同参数对运动薄膜稳定区域的影响。 
以上研究少见对计及弯曲刚度非均匀拉力下变

速多层膜结构的振动分析。文中综合考虑了弯曲刚度

及非均匀张力对变速复合膜结构运动稳定区域的影

响，根据 Floquet 理论，得到了运动膜的动态稳定区

间并绘制关系曲线分析系统参数对稳定区域的作用

规律。 

1  动力学模型及振动微分方程的建立 

图 1 所示为轴向变速运动多层膜结构理论模型。

多层膜以速度 xv 沿 x 方向移动，长、宽、厚为 a b h、 、 ，

其中每一层的厚度为 1 2 2 3, ,h h h h  ， x yT T、 为单位

长度受到的张力，每一层的密度为 k ，k 为层数。膜

的横向振动为 z 方向， 0 ( , , )w x y t 为横向振动位移。图

2 为多层膜结构的微观示意图。 
 

 
 

图 1  运动多层膜结构动力学模型 
Fig.1 Dynamic model of moving multilayer film structure  

 

 
 

图 2  多层膜微观结构理论模型示意图 
Fig.2 Schematic diagram of theoretical model of 

multilayer film microstructure 
 

假设多层膜结构的速度为匀速运动与一个微小

正弦变化速度之和，如图 3 所示，数学表达式为

0 1 sinxv v v t  ；受到的张力如图 4 所示，其数学表

达式为 0 1x
yT T
b

   
 

。 

假设多层膜结构 x 方向的弹性模量为 1E ，y 方向

的弹性模量为 2E ， xOy 平面内的剪切弹性模量为

12G ， x 方向与 y 方向上的泊松比为 12 、 21 。中面

位移 0u 和 0v 忽略不计，膜内任意一点的应变可以表

示为： 
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图 3  速度变化曲线 
Fig.3 Speed curve 

 
 

 
 

图 4  非均匀张力作用示意图 
Fig.4 Schematic diagram of non-uniform tension 

 
 

2
0

2

2
0

2

2
02

x

y

xy

w
z

x
w

z
y

w
z

x y








 




 



 

 

  (1) 

当主轴方向与所设平面的坐标系之间有夹角 
时，根据参考坐标系下单层膜的应力应变关系式，可

求得多层膜结构中第 k 层的应力，即： 
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其中：  
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式中：k 为多层膜结构的第 k 层； k 为薄板第

k 层的主纤维方向与所设平面坐标系下 x 方向的

夹角。  
多层膜结构运动时横向振动方向上的速度

为 [12]：  

  0 0d
d

w wwv t v
t t x

 
  

 
  (3) 

根据 Hamilton 原理建立多层膜结构的能量方

程式：  

 2
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对式（4）进行变分运算得振动微分方程为： 
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引入无量纲量： 

 

0 0
0

0

0 0 0 11
0 1 1 1 22

0 0 0 0

12 6622
32 2

00 0

, , , , ,

, , , ,

2 2
, , y

w Tx y a tw r c
a b h b a I

I I I Dv c v a F F
T T T a T

TD DD F
Tb T b T

  

 



     

   


 

 (6) 

将式（6）代入式（5）得无量纲平衡方程为： 
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2  应用微分求积法建立复特征方程 

多方程的微分求积形式为： 
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四边简支边界条件的微分求积形式为： 
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对边简支另一对边固支的微分求积形式为： 
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将方程（8）和边界条件（9）、（10）合并得： 
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令 T[  ]y W W  ，代入式（11）得： 
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的周期也为 T 。 

3  微分方程组的求解 

应用二阶四级隐式龙格库塔法求解该运动微分

方程组。求解公式为： 
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 (13) 

令  T1 2  k k k ，将这 2 个关于 1k 和 2k 的方程组

显式化为： 
  1k c d I  (14) 

式中：

2 2

2 2

3 2 3
4 12 , ;

3 2 3
12 4

, ;

m m

i m m

i

h A hA
c c R

hhA A

Ay B
d d R k R

Ay B



 
 
  
 
 
 

 
    

。 

根据式（12），取式  0 1
d ,
d
y Ay B, t t t
t
   ，A 和 B

分别为： 

  1 1

0

0

I
A G

R K R C
B

  

 
     


 (15) 

计算时取节点数 12x yN N  ，适当的步长 h ，

利用 Matlab 程序即可求得 y 值。 
Floquet 理论判定系统稳定区域：当 1k  时，

系统处于稳定状态； 1k  时，则系统处于不稳定状

态； 1k  时为临界状态， k 为动力稳定性方程的

特征值[14]。 

4  数值计算与分析 

下面以一种功能薄膜进行数值分析，材料属性见
表 1。 

为了说明计算的准确性，令 0v  、 0x yT T  ，

式（5）退化为多层膜结构的横向自由振动微分方程，

计算四边简支边界条件下，长宽比 1r  的三层膜结
构的前 3 阶固有频率，并与文献[2]的精确解进行对
比，结果见表 2。 

令 1N  、 0v  、 0x yT T  ，式（5）退化为单

层膜结构的横向自由振动微分方程，计算对边简支对
边固支条件下，长宽比 1r  的单层膜结构的前 3 阶固
有频率，并与文献[17]的精确解进行对比，结果见表 3。 

令 1N  、 1 0v  、 0  ，忽略多层膜结构的抗

弯刚度，式（5）退化为： 
2 2 2 2

20 0 0 0
0 0 02 2 2

2
0

2

2

0

x

y

w w w w
I v v T

x tt x x

w
T

y

    
        






 (16) 
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表 1  功能膜各层材料属性 
Tab.1 Material properties of each layer of functional film 

层数 材料 E1/GPa 
E2/GPa G12/GPa   ρ/（kg·m−3） h/mm 

1 Cu/环氧膜 119 46.7 12.8 0.326 8 500 0.2 

2 PI 薄膜 4.6 2.7 1.57 0.34 1 440 0.1 

3 T300 石墨/环氧膜 45 12.9 4.6 0.28 1 760 0.1 

4 T300 石墨/环氧膜 45 12.9 4.6 0.28 1 760 0.1 

5 T300 石墨/环氧膜 45 12.9 4.6 0.28 1 760 0.1 

6 T300 石墨/环氧膜 45 12.9 4.6 0.28 1 760 0.1 

7 PI 薄膜 4.6 2.7 1.57 0.34 1 440 0.1 

 
 
表 2 三层铺设四边简支复合膜前 3 阶固有频率 

文中解与解析解的对比 
Tab.2 Comparison between the solution and the analytical 
solution of the first three order natural frequencies of the 

three-layer simply supported composite film 

频率 文中解 文献[2]精确解 

1 阶 15.161 15.171 

2 阶 33.190 33.248 

3 阶 44.381 44.387 

 
 

表 3  单层膜前 3 阶固有频率本文解与解析解的对比 
Tab.3 Comparison between the solution and the analytical 

solution of the first three order natural frequencies 
of monolayers  

频率 文中解 文献[17]精确解

1 阶 28.9552 28.95 

2 阶 54.7467 54.74 

3 阶 69.3394 69.33 

 
 
方程（16）与文献[12]轴向运动薄膜的横向振动

微分方程一致。 
由表 2、表 3 和式（16）可知，式（5）计算非

均匀张力作用下多层膜结构轴向运动横向振动微分

方程正确，并且应用微分求积法计算不同边界条件

下多层膜结构的振动频率与文献解析解均有很好的

一致性，表明该方法研究多层膜结构动力稳定性是

可行的。 

4.1  四边简支边界计算分析 

当 1r  、 1  、 0.5  ，平均速度分别为

0 00.7 1c c 和 时，运动多层膜的平均速度与稳定区

域的关系见图 5。 

 
 

图 5  平均速度与稳定区域的关系 
Fig.5 Relationship between average speed and stable region 

 
 

图 5 中的曲线由特征值 1k  时的 1c 和 Ω 的值

拟合而成，以表明速度扰动对运动薄膜稳定传输的

作用规律。 1c 为无量纲运动速度涨落幅值，Ω 为无

量纲周期脉动频率，曲线的上方为多层薄膜运动的

不稳定区域，下方为多层薄膜运动稳定区域。当

0 1c  ，随着 Ω 的增大， 1c 逐渐下降，曲线越来越靠

近下方，其稳定区域减小，说明当速度变化越快时，

薄膜越不稳定。当 0 0.7c  时，曲线更靠近右上方，

稳定区域相对于 0 1c  更大，由图片中绘制的两条曲

线关系可知，当运动多层膜平均速度增大时，稳定

区域减小。 
当 1r  、 1 1c  、 0.5  ， 张 力 比 分 别 为

1 2  和 时，运动多层膜的张力比与稳定区域的

关系见图 6。由图 6 可知，当运动多层膜张力比增大

时，稳定区域减小。 
当 1r  、 0 1c  、 0.5  ， 张 力 比 分 别 为

1 2r r 和 时，运动多层膜的长宽比与稳定区域的关

系见图 7。由图 7 可知，当运动多层膜长宽比增大时，

稳定区域增大。 
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图 6   张力比与稳定区域的关系 
Fig.6 Relationship between tension ratio and stable region 

 
 

 
 

图 7  长宽比与稳定区域的关系 
Fig.7 Relationship between aspect ratio and stable region  

 
当 1r  、 1  、 0 1c  ，张力比分别为 0.5   

1 和 时，运动多层膜的非均匀张力系数与稳定区

域的关系见图 8。由图 8 可知，当运动多层膜非均匀

张力系数增大时，稳定区域减小。 
 

 
 

图 8  非均匀张力系数与稳定区域的关系 
Fig.8 Relationship between non-uniform tension 

coefficient and stable region 

4.2  对边简支对边固支边界计算分析 

当 1r  、 1  、 0.5  ，平均速度分别为 0 0.5c   

0 1c 和 时，运动多层膜的平均速度与稳定区域的关

系见图 9。由图 9 可知，当运动多层膜平均速度增大

时，稳定区域减小。 
 
 

 
 

图 9  平均速度与稳定区域的关系 
Fig.9 Relationship between average speed 

and stable region 
 
 

当 1r  、 1  、 0 1c  ，张力比分别为 0.5   
0.8 和 时，运动多层膜的非均匀张力系数与稳定区

域的关系见图 10。由图 10 可知，当运动多层膜非均

匀张力系数增大时，稳定区域减小。 
 
 

 
 

图 10  非均匀张力系数与稳定区域的关系 
Fig.10 Relationship between non-uniform 

tension coefficient and stable region 
 
 

当 1r  、 0 1c  、 0.5  ，张力比分别为 1   
2 和 时，运动多层膜的张力比与稳定区域的关系

见图 11。由图 11 可知，当运动多层膜张力比增大时，

稳定区域减小。 
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图 11  张力比与稳定区域的关系 
Fig.11 Relationship between tension ratio and stable region 

 
当 1  、 0 1c  、 0.5  ，张力比分别为 1r   

2r 和 时，运动多层膜的长宽比与稳定区域的关系见

图 12。由图 12 可知，当运动多层膜长宽比增大时，

稳定区域增大。 
 

 
 

图 12  长宽比对稳定区域的影响 
Fig.12 Effect of aspect ratio on stable region 

 

5  结语 

文中研究了变速度多层膜结构在非均匀张力作

用下的稳定性，以正弦速度变化的无量纲频率和幅值

为横纵坐标，绘制了动力稳定性方程特征值为 1 时的

稳定区域边界变化曲线，说明了速度以正弦扰动时，

速度变化的幅值与频率越小，越有利于系统的平稳运

行。同时分析了系统不同参数对运动多层膜结构稳定

传输的作用规律，研究结论如下。 
1）对于非均匀张力下运动多层膜结构，增大平

均速度、张力比、非均匀张力系数，系统的稳定区域

会变小；增大长宽比，运动多层膜的稳定区域会变大。 
2）在系统不同参数中，平均速度的变化对运动

多层膜稳定区域的影响最为显著。 

3）当边界条件为对边简支对边固支时，动态稳

定曲线在 Ω=15 之后变的平缓，当边界条件为四边简

支时，动态稳定曲线在 Ω=50 之后才变的平缓。由此

可知，四边简支边界对速度变化频率更为敏感，在相

同条件下，对边简支对边固支边界比四边简支边界的

稳定区域更大。 
该研究对提高运动多层薄膜结构印刷质量、改善

柔性电子薄膜印刷在变速运动工况下镀层平整性与

套印准确性，确保薄膜稳定传输有重要参考意义。 
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