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摘要：目的 提高 BP 神经网络对电喷印过程中液滴铺展行为的预测能力。方法 提出一种鲸鱼优化算法

（WOA）优化 BP 神经网络的液滴铺展预测模型。首先，采用相场方法建立电场作用下液滴铺展的数值

模型，并通过实验验证仿真结果的准确性。然后，选取初始直径、撞击速度、接触角和电场强度作为神

经网络的输入参数，将最大铺展直径作为神经网络的输出参数，利用鲸鱼优化算法优化神经网络中的初

始权值和阈值，构建液滴铺展预测模型。最后，基于仿真结果对预测模型进行训练与测试，并将其与传

统的 BP 神经网络模型进行对比分析。结果 相较于传统 BP 神经网络预测模型，WOA–BP 神经网络预

测模型的平均绝对误差、均方根误差分别降低了 72.60%、77.60%，而平均绝对百分比误差则从 15.029 3%
减小为 4.585 3%。结论 WOA–BP 神经网络预测模型可以更好地预测液滴铺展，可为液滴铺展的预测提

供新的方法。 
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Droplet Spreading Prediction Based on WOA-BP Neural Network 
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ABSTRACT: The work aims to improve the prediction ability of BP neural network for droplet spreading behavior during 
electrojet printing. A whale optimization algorithm (WOA) was proposed to optimize the droplet spreading prediction 
model based on BP neural network. Firstly, the numerical model of droplet spreading under the action of electric field was 
established by the phase field method, and the accuracy of the simulation results was verified by experiments. Then, the 
initial diameter, impact velocity, contact angle and electric field strength were selected as input parameters for the neural 
network, the maximum spreading diameter was taken as the output parameter of the neural network, and the initial 
weights and thresholds in the neural network were optimized by the whale optimization algorithm to construct the droplet 
spreading prediction model. Finally, the prediction model was trained and tested based on the simulation results, and was 
compared and analyzed with the traditional BP neural network model. Compared with the traditional BP neural network 
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prediction model, the mean absolute error and root mean square error of the WOA-BP neural network prediction model 
were reduced by 72.60% and 77.60% respectively, while the mean absolute percentage error was reduced from 15.029 3% 
to 4.585 3%. It is demonstrated that the WOA-BP neural network prediction model can better predict the droplet spreading 
and can provide a new method for the prediction of droplet spreading. 
KEY WORDS: droplet; spreading; whale optimization algorithm; BP neural network; prediction 

电喷印技术是一种基于电流体动力学原理的新

兴打印技术，其不仅能克服传统喷墨打印过程中容易

出现喷嘴堵塞的缺点，还具有成型精度高、选材广泛[1]

等优点，因而被广泛应用于光学器件、柔性电子等领

域[2-3]。电喷印的打印效果除了会受锥射流形态[4]和喷

嘴结构[5]影响外，还与液滴在基板上的铺展行为密切

相关。因此，为了提高打印精度，对液滴铺展行为进

行预测就显得尤为重要。由于实验条件的限制，现阶

段学者们主要通过理论分析、经验公式以及数值模拟

等方法对液滴铺展行为进行预测。 
在理论分析方面，Lee 等[6]改进了黏性耗散表达

式，并推导出了最大铺展因子的预测公式。春江等[7]

考虑到辅助耗散和重力势能的影响，修正了最大铺展

直径的预测公式。在经验公式方面，李大树等[8]基于

实验数据拟合得到了最大铺展系数与雷诺数之间的

表达式。郝晓莹[9]运用最小二乘法得到了液滴撞击微柱

表面时最大铺展直径与韦伯数、粒径、接触角和微结构

高度之间的函数关系。在数值模拟方面，闫哲等[10]通

过建立不同微结构下液滴铺展预测模型，发现液滴在

三角沟槽表面的最大铺展因子最小。梁超等 [11]基于

VOF 方法研究发现最大铺展系数与壁面的接触角有

关。李培生等[12]基于 LBM 方法模拟了液滴铺展行为，

研究发现高雷诺数下液滴更容易铺展。虽然上述方法

都取得了一定的成果，但也存在着各自的不足。其中

理论分析方法推导出的预测公式存在特定的适用范

围，经验公式计算的结果往往与实验结果之间存在较

大误差，而数值模拟方法虽然能得到较为精准的结

果，但计算复杂且容易出现重复性建模的情况，需要

耗费大量时间。 
随着机器学习技术的发展，为解决液滴铺展这类

受众多因素影响且内在关系复杂的非线性预测问题

提供了一种新的思路。李光远[13]将 BP 神经网络用于

预测液滴铺展过程中的能量变化。针对传统 BP 神经

网络预测精度不高且收敛速度慢的问题，学者们采用

了智能优化算法优化 BP 神经网络中的初始权值和阈

值[14-16]。虽然改进后的 BP 神经网络在部分领域得到

了应用，但将其用于电场作用下液滴铺展行为的预测

研究还未见报道。 
综上所述，本文采用鲸鱼优化算法优化 BP 神经

网络，建立电场作用下液滴铺展预测模型，并通过实

例验证了模型的预测性能。  

1  数值模型与模型验证 

1.1  控制方程 

本文基于 COMSOL Multiphysics 软件，采用相场

方法建立对应的数值模型。由于电场作用下液滴在铺

展过程中主要受到重力、电场力、黏性力和表面张力

的影响。因此，对应的 Navier–Stokes 方程和连续性

方程[17]分别为： 

( )T
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式中：ρ 为液滴密度；u 为液滴速度矢量；μ 为

液滴黏度；Fst 为单位体积界面张力矢量；Fe 为电场

力矢量。 
在相场中，Cahn-Hilliard 方程可以表示为： 
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式中：φ 为相场变量；χ 为迁移率调节参数； pfε
为界面厚度控制参数。 

液滴受到电场力可由麦克斯韦应力张量 T 表示为： 

e = ∇ ⋅F T     (5) 
由于流体不可压缩，故麦克斯韦应力张量 T 为： 
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式中：E 为外加电场；ɛ为介电常数；I 为单位矩阵。 

1.2  动态接触角模型 

接触角作为表征基板润湿性的重要参数，对其设

置不当将直接影响仿真结果的准确性。目前，接触角

的设置方式主要分为静态接触角模型和动态接触角

模型。其中静态接触角模型认为液滴运动过程中接

触角始终是一个定值，该模型虽然设置简单，但模

拟结果并不理想。动态接触角模型由于考虑了毛细

数对接触角的影响，能更真实地模拟出液滴撞击基

板的过程[18-20]。本文选用 Kistler 动态接触角模型，

对应的动态接触角 θd 可表示为： 
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a lC Uμ σ=   (9) 
式中：Ca 为毛细数；Ul 为接触线速度；σ为界面

张力系数。 

1.3  模型验证 

为了验证数值模型的可行性，在相同工况下：液

滴初始直径为 3 mm、电场强度为 6.5 kV/cm、撞击速

度为 0.766 m/s，与文献[21]的实验结果进行对比。由

图 1 可知，该模型能较好地模拟不同时刻液滴铺展的

形态演化过程且仿真得到的铺展因子与实验值之间

误差较小。说明该模型用于研究电场作用下液滴铺展

行为是可行的，可以为后续 WOA–BP 神经网络模型

的训练与效果验证提供样本数据。 
 

 
 

图 1  电场作用下液滴铺展行为实验与仿真对比 
Fig.1 Comparison between experiment and  

simulation of droplet spreading  
behavior under electric field 

 

2  构建 WOA–BP 神经网络预测模型 

2.1  BP 神经网络 

BP 神经网络是一种以信息前向传递，误差反向

传播为主要特点的多层前馈神经网络。其网络结构包

括输入层、隐含层和输出层[22]。在信息前向传递过程

中，输入信号依次通过输入层、隐含层，最终到达输

出层。当输出结果与期望结果之间的误差不满足预设

的学习精度时，不断更新网络中不同层与层之间的连

接权值以及隐含层、输出层的阈值的过程，称为误差

的反向传播。 
BP 神经网络模型的预测精度除了受权值和阈值

的影响外，还受到网络中隐含层节点数的制约[23]。如

果隐含层节点数过少，会造成 BP 神经网络的预测精

度偏低，但是隐含层节点数过多，又容易出现过拟合

现象。通常隐含层节点数的确定方法如下：先根据经

验公式[24]得到隐含层节点数的取值范围，再分别计算

不同隐含层节点数下的训练集均方误差，将训练集均

方误差最小时所对应的隐含层节点数确定为最佳隐

含层节点数。具体公式见式（10）。 
= + +p m n q

    
(10) 

式中：m 为输入层节点数；n 为输出层节点数；

q 为[1,10]之间的任意整数；p 为隐含层节点数。 

2.2  鲸鱼优化算法 

鲸鱼优化算法（Whale Optimization Algorithm，

WOA）是一种通过模拟座头鲸的狩猎行为而衍生出

的智能优化算法[25]。在狩猎过程中，座头鲸会成群包

围猎物，随后在螺旋向上运动的同时，吐出大量气泡

形成气泡网将猎物包围并驱赶至气泡网中心，最后吞

食猎物。座头鲸狩猎行为如图 2 所示。 
 

 
 

图 2  座头鲸的狩猎行为[25] 

Fig.2 Hunting behavior of humpback whales[25] 

 
WOA 算法的核心就是用数学模型描述座头鲸包

围猎物、气泡网攻击和搜索猎物这 3 种行为。 
1）包围猎物。在包围猎物阶段，先将最靠近猎

物的鲸鱼定义为最佳鲸鱼，然后其他鲸鱼根据最佳鲸

鱼的位置更新自身的位置，从而实现对猎物的包围。

此过程对应的数学公式见式（11）。 

2( 1) ( ) 2 ( ) ( )x λ+ = x λ A r x λ x λ′ ′− ⋅ ⋅ −
   

(11) 

1= 2A ar a−    (12) 
式中：λ为迭代次数； ( )x λ′ 为最佳鲸鱼的位置；

( )x λ 为当前鲸鱼的位置；A 为系数变量；a 为收敛因

子，且会随着 λ 的增大，逐渐从 2 线性递减为 0；r1、

r2 为[0,1]之间的随机数。  
2）气泡网攻击。进入气泡网攻击阶段后，座头

鲸不仅会进一步收缩包围圈，还会螺旋上升游向猎

物。假设选择这 2 种行为的概率是相同的，根据式
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（13）计算出更新后鲸鱼的位置。 

2( ) 2 ( ) ( ) 0.5
( 1)

( ) ( ) ( ) e cos(2π ) 0.5bl

x A r x λ x λ P
x

x x x l P

λ
λ

λ λ λ

 ′ ′− ⋅ ⋅ − <+ = 
′ ′ + − ⋅ ⋅ ≥

  

(13) 

式中：b 为对数螺旋形状常量；l 为[−1,1]之间的

随机数。 
3）搜索猎物。在搜索猎物阶段，鲸鱼会随机从

种群中选择一条鲸鱼靠近，以此提高鲸鱼群体的全局

搜索能力。此过程对应的数学公式见式（14）。 

rand 2 rand( 1) ( ) 2 ( ) ( )x x A r x xλ λ λ λ+ = − ⋅ ⋅ −
   

(14) 
式中： rand ( )x λ 为随机选择要靠近的鲸鱼位置。 

2.3  WOA–BP 神经网络模型 

由于传统 BP 神经网络中的初始权值和阈值具有

随机性，使得算法容易收敛于局部最优点，从而影响

最终的预测效果[26]。为解决上述问题，本文利用 WOA
算法对 BP 神经网络进行改进。具体流程如下。 

1）采集数值模型得到的数据，划分数据集，并

进行归一化处理。 
2）BP 神经网络初始化，设置训练次数、学习速

率和学习精度，并确定神经网络结构。 
3）初始化 WOA 参数，将训练样本与测试样本

的均方误差作为适应度函数。 
4）计算鲸鱼的适应度值，记录最佳个体位置。 
5）更新参数 a、A、P、l。 
6）判断 P 值与 0.5 以及 A 值与 1 之间的大小关

系，选择不同方式更新鲸鱼位置。 
7）判断是否满足终止条件。若达到最大迭代次

数，则输出最优的初始权值和阈值。否则重复执行步

骤（4）—（7）。 
8）将最优的初始权值和阈值带回神经网络。 
9）计算 BP 神经网络的输出误差。 
10）判断是否满足终止条件。若输出误差达到预

设的学习精度或最大训练次数，经反归一化处理后，

即可输出预测结果。否则先更新权值和阈值，然后重

复执行步骤（9）—（10）。 
WOA 算法改进 BP 神经网络的流程如图 3 所示。 

3  实例分析 

3.1  数据获取与归一化处理 

采用上文所建立的数值模型获取初始直径 R（2、
2.5、3 mm）、撞击速度 v（0.5、0.6、0.7 m/s）、接触

角 θe（67°、155°）和电场强度 E（4.5、5.5、6.5 kV/cm）

不同组合条件下的最大铺展直径，共计 30 组样本数

据。从中随机选择 21 组数据作为训练样本，剩余 9
组数据作为测试样本。 

为了消除量纲对预测精度的影响，采用最大最小

法对原始数据进行归一化处理。根据式（15）确定归 

 
 

图 3  WOA 算法改进 BP 神经网络的流程 
Fig.3 Flow chart of WOA algorithm to  

improve BP neural network 

 
一化后的输入值 *

,i jX 。 

, ,min*
,
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−
=

−
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X
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     (15) 

式中：Xi,j 为第 i 个因素中第 j 组的输入值；Xi,min

为第 i 个因素所对应的输入序列中的最小值；Xi,max

为第 i 个因素所对应的输入序列中的最大值。  
对原始输出数据也进行类似处理： 

min*

max min

j
j

Y Y
Y

Y Y
−

=
−

    (16) 

式中：Yj 为第 j 组原始输出值；Ymin 为输出序列

中的最小值；Ymax 为输出序列中的最大值； *
jY 为第 j

组归一化处理后的输出值。 

3.2  神经网络结构的确定 

由前文可知，BP 神经网络的输入层参数为 4，
BP 神经网络的输出层参数为 1。综合考虑训练时间

和网络精度后，选择单隐含层结构。由式（10）计

算得到隐含层节点数的取值范围为[3,12]。在 BP 神

经网络中设置训练次数为 1 000，学习速率为 0.01，
学习精度为 0.000 001，使用 Matlab 软件进行仿真，

得到不同隐含层节点数对应的训练集均方误差如图

4 所示。从图 4 中可以看出，当隐含层节点数为 8
时，对应的训练集均方误差最小。故最佳隐含层节

点数为 8。 
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图 4  不同隐含层节点数对应的训练集均方误差 
Fig.4 Mean square error of the training set  

corresponding to different numbers of  
nodes in the hidden layer 

 
对应的 BP 神经网络结构如图 5 所示。 

 

 
 

图 5  BP 神经网络结构 
Fig.5 BP neural network structure 

 

3.3  预测结果与评价 

在 WOA 算法中，将种群规模设置为 30，迭代次

数设置为 50，建立液滴铺展预测模型。将样本数据

导入模型，得到的适应度值变化曲线如图 6 所示。由

图 6 可知，在迭代次数增大初期，适应度值逐渐减小。

经过大约 14 次迭代后，适应度值不再变化。 
真实值与不同模型得到的预测值对比如图 7 所

示。从图 7 可以看出，在绝大多数测试样本中，使用

WOA–BP 模型得到的预测结果更接近真实值。 
为了能更客观地比较 BP 神经网络预测模型和

WOA–BP 预测模型对液滴铺展的预测效果，选取平

均绝对误差（EMAE）、均方根误差（ERMSE）和平均绝

对百分比误差（EMAPE）等指标对模型的预测性能进

行评价，各评指标的计算式见式（17）‒（19）。各评

价指标的计算结果如表 1 所示。 

 
 

图 6  适应度值变化曲线 
Fig.6 Adaptation value change curve 

 

 
 

图 7  真实值与不同模型得到的预测值对比 
Fig.7 Comparison between true values and  

predicted values obtained from  
different models 
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式中： ky 为测试样本的真实值； '
ky 为经过反归

一化处理后得到的预测值； N 为测试样本个数。 
 

表 1  优化前后模型的预测效果评价 
Tab.1 Evaluation of the prediction effect of the  

model before and after optimization 

模型 EMAE 值/mm ERMSE 值/mm EMAPE 值/%

BP 0.691 2 0.947 7 15.029 3 

WOA–BP 0.189 4 0.212 3 4.585 3 
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由表 1 可知，与传统 BP 神经网络预测模型相比，

WOA–BP 预测模型的平均绝对误差减小了 72.60%，

均方根误差减小了 77.60%，平均绝对百分比误差也

从 15.029 3%减小为了 4.585 3%。由此可见，将鲸鱼

优化算法与 BP 神经网络相结合后，能显著提高模型

对液滴铺展的预测能力，有助于研究液滴铺展的内在

机理。通过控制液滴在基板上的铺展行为，可以对打

印图案的几何形貌和位置精度进行调控，从而实现柔

性电子、光学器件的高精度打印。 

4  结语 

本文将鲸鱼优化算法与 BP 神经网络相结合，建

立了电场作用下液滴铺展预测模型。相较于传统 BP
神经网络预测模型，WOA–BP 神经网络预测模型的

平均绝对误差、均方根误差以及平均绝对百分比误差

都大幅减小。证明了引入鲸鱼优化算法可以避免 BP
神经网络算法因陷入局部最优点而出现预测精度偏

低的情况。运用该模型可以对液滴铺展行为进行快速

精准地预测，有助于研究液滴铺展的内在机理，可为

提高电喷印的打印效果提供理论基础。 
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