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摘要：目的 针对三平移并联机构结构复杂、耦合度高而引起的运动学分析、动力学分析、误差分析等

十分烦琐的问题，提出一种低耦合度三平移空间并联机构。方法 分析得到机构的自由度、耦合度、方

位特征集等拓扑参数，建立运动学位置方程推导正、逆解的解析式并对其进行算例验证。根据计算雅可

比矩阵推导出位置正解奇异、位置逆解奇异存在条件。进一步研究机构的操作空间，并得到操作空间三

维形状图。此外，建立以运动灵巧度与操作空间体积为目标的数学模型，给定目标函数表达式，选择

NSGA–Ⅱ算法完成具有 Pareto 解的多目标参数优化。结果 分析表明，搜索得到工作空间外部边界光滑，

呈半球形状结构，内部不连续分布的特点。结论 在较为均衡平缓的区域选择参数的设计，能够同时兼

顾体积和全局灵巧度的较佳值，以期为该类型机构在分拣、包装等应用领域提供参考。 
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Kinematic Analysis and Multi-objective Scale Synthesis of Low Coupling  
2PaUU-PPaP Parallel Mechanism 
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ABSTRACT: The work aims to propose a low coupling degree three translation spatial parallel mechanism to solve the 

complicated kinematics analysis, dynamics analysis and error analysis caused by the complex structure and high coupling 

degree of the three translation parallel mechanism. Topological parameters such as DOF, coupling degree and azimuth 

feature set of the mechanism were analyzed. The analytic expressions of forward and inverse solutions of the kinematic 

position equations were established and verified by an example. At the same time, according to the calculation of Jacobian 

matrix, the existence conditions of the singularity of positive position solution and the singularity of inverse position so-

lution were derived. Furthermore, the operating space of the mechanism was studied and a three-dimensional shape map 

of the operating space was obtained. In addition, the mathematical model with the goal of motion dexterity and operation 

space volume was established. The objective function expression was given. The NSGA-Ⅱ algorithm was selected to 
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complete multi-objective parameter optimization with Pareto solutions. The analysis showed that the outer boundary of 

the workspace was smooth and there was a cavity inside, which was a hemispherical structure. The optimal value of both 

volume and global dexterity can be taken into account when selecting parameters in a relatively balanced and gentle area, 

so as to provide reference for this type of mechanism in sorting, packaging and other application fields. 

KEY WORDS: coupling degree; parallel mechanism; singularity; workspace; dexterity; multi-objective optimization 

空间三平移并联机器人机构可以作为分拣装置

应用到自动化的分拣、上下料、分装、包装生产线上，

具有广泛的应用前景[1-2]。机构一般由 3 条支链以及

动、静平台构成[3]。由于运动输入、输出关系非线性、

强耦合等诸多问题使得运动学分析、动力学建模、控

制误差分析十分复杂[4]。 
近年来研究三平移机器人机构设计学者有很多，

其中围绕着空间三平移并联机器人机构设计研究不

少，并取得了丰硕的成果。沈惠平等[5]设计一种三平

移并联机构。根据方位特征集理论分别计算方位特征

集、耦合度、自由度等特性，分析验证机构可行性，

利用矢量法建立机构的运动学模型，分析发生奇异位

形的条件、机构位置工作空间。席万强等[6]提出一种

少自由度并联完全解耦机器人的构型综合方法，阐述

C 集运算法则以及综合的步骤。同时综合得到三平移

（ 3T ）解耦并联机器人。孔一啸等 [7] 设计一种

2–CPR/UPS 并联机构的三平移机器人应用于移运机，

根据修正的 Kutzbach–Grubler 公式计算机构的自由

度。分析得到执行末端的操作工作空间形状和大小，

以及评级机构运动性能的全域性能指标。分析计算表

明该机构在工作空间中无奇异位置且灵巧度性能良

好。陈修龙等[8]提出一种冗余驱动的三平移并联机器

人机构。根据李群理论计算输出，由自由度建立运动

学方程模型，计算得到位置正解和逆解符号解析式。

推导出奇异存在的约束条件，计算得到位置工作空间

形状和大小。推导得到机构操作空间内部出现不连续

的条件，最后研究结构参数与性能指标间的映射关

系。上述研究设计的机构的耦合度复杂，不易控制、

运动学分析烦琐，均不利于三平移并联机器人机构在

工业领域的应用。 
针对因机构耦合度过高导致运动学分析和控制

开发复杂问题，受李家宇等[9]提出的三平移并联机器

人 机 构 启 发 ， 设 计 一 种 耦 合 度 为 零 的 新 型

2PaUU–PPaP 三平移并联机器人机构。每条支链含平

行四边形副，具有较好的刚度，根据拓扑结构综合理

论得到自由度、耦合度、方位特征集等特征参数，证

明其运动输出特性。根据建立的数学模型计算得到运

动学正、逆解的符号解析式。另外，分析执行末端的

操作空间即满足约束条件的运动范围、运动灵巧度等

性能指标，并在此基础上建立多目标优化模型，通过

NSGA–Ⅱ算法得到满足工作空间、运动灵巧度 CIG 目

标的 Pareto 最优解。以期为该类型机构的综合、分析

和工程应用提供参考。 

1  并联机构拓扑分析 

1.1  结构设计 

如图 1 所示为 2PaUU–PPaP 并联机器人机构构型

图，静平台由正方形构成，第 1、2 条支链的构型为

PaUU，第 3 条支链构型为 PPaP。动平台即机构执行

末端由圆形构成。静平台之间由 3 条支链来连接，动

平台平行四边形机构刚性地固定在静平台平面上。第

1、2 条支链对称分布。Pa 表示平行四边形机构，它

是由 4 个轴线平行的转动副构成，U 表示万向铰，P
表示移动副。设定机构机构参数描述如表 1 所示。三

维图如图 2 所示。 
 

 
 

图 1  2PaUU–PPaP 并联机器人机构构型 
Fig.1 Structural diagram of 2PaUU-PPaP  

parallel robot mechanism 
 

表 1  参数描述  
Tab.1 Parameter description 

参数 描述 

m/m 静平台内接圆尺寸半径 

n/m 动平台的尺寸半径 

l1/m 平行四边形机构长边杆杆长 

c/m 平行四边形机构短边杆杆长 

l2/m 支链的 2 个铰链副的距离 

h/m 静动平台移动的最大距离 
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图 2  2PaUU–PPaP 并联机构的三维图 
Fig.2 3D diagram of 2PaUU-PPaP  

parallel mechanism 
 

1.2  机构的拓扑特性分析 

根据方位特征集的自由度计算公式以及耦合度

计算式[10]见式（1）—（2）。 
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式中： 1+−= nmv ； F 为自由度； if 为支链第 i
个运动副的自由度个数；n 为运动副构件数目；m 为

运动副数个数；v 为独立回路数目；
jLξ 为第 j 个回

路的独立方程数； 
j

i
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M
1=

为前 j 条子并支链的 POC

集； )1( +jbM 为第 j+1 条支链 POC 集。 

方位特征集可分析出机构的运动性质，为计算机

构的自由度，先分析出每条支链对应的方位特征集，

bjM 表示第 j 条支链的方位特征集，通过机构运动副

的位置关系，计算支链 1、2 的末端方位特征集： 
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式中：t 为移动副特征；r 转动副特征。 
同时，支链 3 是 3 个不同方向的移动副，因此，

支链 3 的方位特征集见式（4）。 
3
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1）将支链 1、2 作为独立运动回路，相当于 2 个

支链构成的一个并联机构，第 1 条独立回路的位移方

程
jLξ 计算结果见式（5）。 
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另外，由这 2 条支链构成的并联机械手的执行末

端 POC 集： 
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式中： Pa(1-2)M 为支链 1、2 构成的动平台方位特

征集。 
同时，根据自由度计算公式得到自由度为： 
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2）以将上述的子并联机构作为一个整体，与支

链 3 构成一个运动回路，运动回路 2 所对应的独立位

移方程数
2Lξ ： 
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并联机构动平台 POC 集 Pa(1-2-3)M
：
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式中： Pa(1 2 3)M − − 为支链 1、2 构成的动平台方位

特征集。 
分析得到机构的自由度 F1–2–3： 

F1–2–3= 34613
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式中： if 为第 i 个运动副的自由度；m 为运动副

个数；n 为运动副个数；F1–2–3 为机构自由度。 
3）支链的约束度 Δ j 分析。根据上面计算，可以

每个回路的独立位移方程数
1Lξ ，因此，可以代入得

到单开链 SOC1、SOC2 的约束度 1Δ 、 2Δ 。 
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该并联机构耦合度 k 的分析结果见式（12）。 
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综上拓扑特性分析表明，2PaUU–PPaP 并联机器

人机构方位特征集为
3

0

t
r

 
 
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，表明机构仅具有移动运动

特性，无转动特性。另外，耦合度低也使得轨迹规划

与控制相对简单。 
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2  运动学分析 

2.1  运动学逆解分析 

设机构的支链 1 和 2 的 Pa 机构长边杆的和底座

平面的夹角为 1θ 、 2θ 。支链 3 的移动副位移为 d。定

义末端 P 点输出为(x, y, z)，逆解分析通过 P 点输出位

置得到主动副的输入为(θ1, θ2, d)。在静平台中心上建立静

坐标系{ }xyzO− ，分别得到 1A 、 2A 坐标为 T
1( ,  0,  0)A m ，

T
2 ( ,  0,  0)A m− ，因此，可得到 iB 、 iC 、 iD 点坐标为

( ) ( )( )TT 10, 0, 1 , 0, i
i iB A c m c+= + = − ；Ci=Bi+ =
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；Di=P+ncosϕi(1, 0, 0)T，ϕi=(i–1)π。 

根据支链万向铰的杆长恒为 2l ，建立约束方程见

式（13）。 
|CiDi|– 2

2l =0    (13) 
将 Ci、Di 点坐标代入等式（13）中，可得到数

学模型见式（14）。 
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分离变量得到 1θ 、 2θ 、d 表达式： 
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其中，T11=T21=2l1(c–z)，T12=2(R–r–x), T22=2(r–R–x)， 
T13=(R–r–x)2+y2+(c–z)2+ 2

1l + 2
2l ，T23=(r–R–x)2+y2+(c–z)2+ 

2
1l + 2

2l 。 

2.2  运动学正解分析 

已知与底座连接主动副执行输入(θ1, θ2, d)，输出

运动位置(x, y, z)。根据式（14）整理得到式（16）。 
2 2 2 2 2 2

22 2 1,2i i i ix y z E F E x F y l i+ + + + + + + = =  (16) 
其中，F1=l1sinθ1–c，F2=l1sinθ1–c，E1=–m+n–l1cosθ1，

E1=m–n–l1cosθ2。 
通过计算得到位置正解： 
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式中：T= 2
2G +1；M=G2G1+F1–E1G2；U= 2

1G +K–2E1G1，

K=d2+ 2
1E + 2

1F – 2
2l ；

2

31
1 2H

HHG −−= ；
2

4
2 H

HG = ，

H2=E1–E2，H1= 2
1E – 2

2E ，H3= 2
1F – 2

2F ，H4=F1–F2，

V=F1+F2。 

3  正逆解算例分析 

为了验证位置正反解等式计算的准确性，选择一

些数值解来校验计算结果的正确性。将数据代入表达

式中进行互验，选取结构参数如下：m=1 m、n=0.5 m、

l1=0.6 m、l2=1.2 m、c=0.1 m。通过运动学位置分析

得到的逆、正解表达式，算例计算逆解、正解数值解

如表 2、表 3 所示。 
根据表 2、表 3 所示的逆解、正解的数值解对比

分析可知，位置逆、正解计算结果吻合，验证了并联

机构位置解析正确合理。 
 

表 2  逆解算例  
Tab.2 Solutions of inverse displacement 

编号 x y z θ1 θ2
 d 

1 −0.916 5 −0.584 6 0.879 2 −3.103 3 −2.699 7 −0.584 6 
2 −0.916 5 −0.584 6 0.879 2 −2.285 5 −2.699 7 −0.584 6 
3 −0.916 5 −0.584 6 0.879 2 −3.103 3 0.658 3 −0.584 6 
4 −0.916 5 −0.584 6 0.879 2 −2.285 5 0.658 3 −0.584 6 

 
表 3  正解算例  

Tab.3 Solutions of forward displacement 

编号 θ1
 θ2

 d x y z 
1 −3.103 3 −2.699 7 −0.584 6 0.859 3 −0.584 6 −0.199 8 
2 −3.103 3 −2.699 7 −0.584 6 −0.916 5 −2.699 7 0.879 2 
3 −3.103 3 0.658 3 −0.584 6 −0.157 6 −0.584 6 −0.823 4 
4 −0.916 5 −0.584 6 −0.584 6 −0.916 5 0.658 3 0.879 2 
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4  奇异分析 

4.1  机构雅克比矩阵 

支链 1、2、3 的驱动副输入为 ( )T
1 2,  ,  dθ θ=q ，

速度可表示为
T

1 2,  ,  dθ θ
• • • =  

 
q 。定义动平台移动输出

位 移 为 ( )T,  ,  x y z=X ， 输 出 速 度 可 表 示 为

( )T
,  ,  x y zv v v

•
=X 。 

根据等式（15）对时间求导，得到机构正逆解雅

克比矩阵。 
• •

=X qJ X J q                 (18) 

其中，Jq 为逆雅克比矩阵，Jq=

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


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



333231

232221

131211

MMM
MMM
MMM

，

M11=–2l1(m–n–x+l1cosθ1)·sinθ1+2l1(l1sinθ1+c–z)cosθ1，

M12=M13=M21=M31=M32=0，M12=–2l1(–m+n–x–l1cosθ2)·  
sinθ2+2l1(l1sinθ2+c–z)·cosθ2，M33=1；JX 为正雅克比矩

阵，
11 12 13

21 22 23

31 32 33

=X

N N N
N N N
N N N

 
 
 
  

J ，N11=–2 (m–n–x+l1cosθ1)，

N12=2y，N13=–2(l1sinθ1+c–z)，N21=–2(–m+n–x–l1cosθ2)，
N22=2y，N23=–2(l1sinθ2+c–z)，N31=N33=0，N32=y。 

若 JX 非奇异，则： 

( )

• •

1

=

= q
−



 X

X J q

J J J
                   (19) 

若 qJ 非奇异，则： 

( )

• •
1

11

=

= q X

−

−−




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q J X

J J J
                     (20) 

4.2  逆解奇异性分析 

机构逆解奇异条件为： 

( )
( )

det 0

det 0
q =


≠ X

J

J
                    (21) 

根据式（18）整理 ( )det 0q =J  的条件有 2 种情况： 

1 1

1 1

cos
sin

x m n l
z c l

θ
θ

− + =
 − =

     (22) 

或 1 2

1 2

cos
sin

x m l n
z c l

θ
θ

+ + =
 − =

      (23) 

式（22）对应的位置如图 3 所示，此时支链 1 的铰
链间杆长和动平台平面共线。当式（22）、式（23）同时
满足时，则要求支链 1、支链 2 的铰链间杆长和动平台
平面共线。该情况下机构很难承受竖直方向的作用力导
致无法控制。这种情况下可通过设计使得支链 1 的平行

四边形机构的长边杆长 1l 小于铰链间杆长 2l 。 

4.3  正解奇异性分析 

正解奇异存在条件为： 

( )
( )

det 0

det 0
q ≠


= X

J

J
            (24) 

根据式（18）整理 ( )det 0X =J 可得： 

( ) ( )2 2sin cos 0x m n z cθ θ+ − + − =     (25) 
根据式（26）推导得到式（27）和式（28）。 

( ) ( ) ( )2 2
2sin 0x m n z c θ α+ − + − + =      (26) 

( )
( )arctan z c
x m nα −

+ −=             (27) 

使得 det(Jq)=0 的条件是 nmx −= 或 c=z  
此情况下机构位于边界位置，存在 2 种情况。情

况 1：支链 ( )21,ii = 的平行四边形机构的长边杆和铰链

间杆共线，如图 4a 所示。情况 2：支链 ( )21,ii = 的平

行四边形机构的长边杆和铰链间杆重叠，机构移动过

程中避免运动到极限位置，如图 4b 所示。 

 

 
 

图 3  2PaUU–PPaP 并联机器人机构逆解奇异 
Fig.3 Inverse solution singularity of 2 PaUU-PPAP parallel robot mechanism 
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图 4  2PaUU–PPaP 并联机器人机构正解奇异 
Fig.4 Forward solution singularity of 2PaUU-PPaP parallel robot mechanism 

 

5  机构的性能指标分析 

5.1  工作空间分析 

机构工作空间的是各支链的运动空间范围的交
集，直接导致工作空间较小。需要选择合适的参数进
行算例分析，选择结构参数如下：m=1 m、n=0.7 m、
l1=0.65 m、l2=1.5 m、c=0.1 m。根据极限搜索法绘制
工作空间三维图，如图 5 所示。 

 

 
 

图 5  机构工作空间三维图 
Fig.5 3D diagram of mechanism workspace 

 
分析表明：搜索得到的工作空间边界光滑且呈对称

分布状态，内部存在空洞情况。形状为半球结构。 

5.2  运动灵巧度分析 

运动灵巧度是评价机构运动性能优劣的指标，通

常以运动灵巧度指标作为运动性能的评价指标，表达

式见式（28）。 

CI
CI

d

d
w

w

L w
G

w
= 


                      (28) 

其中： CI 1

1L
−

=
⋅J J

； w 为可达工作空间。 

根据以上定义和 5.1 节参数，搜索得到运动灵巧

度指标在工作空间的分布图，如图 6 所示。可以看出

空间呈现半球形，最大运动灵巧度关于 y 轴左右分

布。从机构的工作空间范围内运动灵巧度来看，整体

操作空间大、运动灵巧度高、内部无空洞。能满足高

速轻载自动化搬运分拣作业需求，可作为一种包装自

动化产线分拣装置。 
 

 
 

图 6  可达工作空间的运动灵巧度分布 
Fig.6 Distribution of motion dexterity in  

reachable workspace 
   

6  并联机构尺度综合优化 

6.1  模型优化的建立 

全域性能指标 CIG 是研究可达工作空间内平均

运动性能的优劣情况[11-12]。它的值可以表示为条件数
的倒数在整个可达空间的平均值[13]。为了平衡最大体
积和全域性能的参数优化，将进行多目标的优化研
究。研究 Pareto 的优化，即由 Pareto 最优解或非劣最
优解构成的最优解集合的参数解空间和目标函数值
的分布情况。多个目标函数中，对解 P 而言，在变量
空间中找不到其他的解能够优于解 P（多个目标函数
值都优于解 A 对应的函数值），那么解 P 就是帕累托
最优解。该并联机构有 5 个设计参数 m、n、l1、l2、
c，分别表示机构的静平台内接圆尺寸半径、转动副
到动平台的距离、平行四边形机构长边杆杆长、支链
的 2 个铰链副的距离、平行四边形机构短边杆杆长。
在机构设计优化过程中，以 V 和 CIG 作为参数优化的

2 个目标，优化目标表达见式（29）。 
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其中， CIG 为条件数 ( )κ J 的倒数。 

6.2  优化算法的选择 

算法采用 NSGA–Ⅱ算法进行多目标优化，参考文
献 [13] 中 的 参 数 ： m [0.5,1.5]∈ 、 n [0.∈ 2,1] 、
l1 [0.5,1.5]∈ 、l2 [0.5,1.5]∈ 、c [0.∈ 1,0.5]。算法目标：
多目标中，输出的是迭代后整个种群 Pareto 最优解，
构成一个 Pareto 实际前沿面。 

6.3  优化结果 

根据以上算法[14-15]，选择个体数为 200，迭代次数
为 200，交叉和变异的分布指数都为 20，得到的 Pareto
前沿集如图 7 所示，选择部分 Pareto 解如表 4 所示。 

优化后的 Pareto 优化形状为抛物线类似的前沿
集合，若体积在 12 m3 左右，则全局灵巧度为 0.118
左右；若体积在 5 m3 左右，则全局灵巧度为 0.142 左
右。曲线表明了可达工作空间和全局灵巧度的背离趋
势，全局灵巧度在 0.115～0.130时，体积为 11～13 m3，
变化平缓；全局灵巧度大于 0.13 后，体积降低较快。
因此可以在较为均衡平缓的区域选择参数的设计，能
够同时兼顾体积和全局灵巧度的较佳值，这为机构的
参数设计提供了指导。 

 
  

图 7  Pareto 优化前沿集 
Fig.7 Pareto optimization frontier set 

 
表 4   部分 Pareto 最优解的参数与目标函数 
Tab.4 Parameters and objective functions of  

partial optimal Pareto solution 

参数 V  CIG m  n  1l  2l  c

1 5.842 0.140 0.857 0.706 1.499 1.50 0.10

2 6.935 0.138 0.719 0.579 1.499 1.50 0.10

3 10.283 0.132 0.516 0.342 1.50 1.50 0.10

4 12.535 0.118 0.500 0.506 1.50 1.50 0.10

5 9.866 0.133 0.509 0.339 1.50 1.500 0.10
6 7.732 0.136 0.506 0.330 1.50 1.50 0.10

 
进一步对第 1—4 组的参数在工作空间进行灵巧

度的精细分布（图 8）。可以发现在所有的参数下， 
 

 

 
 

图 8  表 4 中第 1 组到第 4 组参数下的灵巧度在空间的分布 
Fig.8 Spatial distribution of dexterity under parameters from group 1 to group 4 in Tab.4 
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工作空间的形状类似半个轮胎，这表明前沿集合是一
类具有类似拓扑结构的解的集合，不同的地方在于内
部的灵巧度分布不一致。较低的灵巧度空间都在外部

壳层区域，并且在 xy 面有一个明显的十字形状的低
灵巧度带。 

图 9 和图 10 是第 1 组和第 4 组的内部灵巧度分 
 

 
 

图 9  第 1 组 Parto 最优解下的内部灵巧度分布 
Fig.9 Internal dexterity distribution under the optimal Parto solution of group 1 

 

 
 

图 10  第 4 组 Pareto 最优解下的内部灵巧度分布 
Fig.10 Internal dexterity distribution under the optimal Pareto solution of group 4 
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布，2 组的区域都在 x>0 的截面。较大的灵巧度区域

关于 y=0 面左右对称集中；而 y>0 的截面是不对称的

结构。第 1 组基本没有较高的灵巧度在剖面分布，而

第 4 组有较高的灵巧度在剖面分布。进一步将灵巧度

区域分成[0,0.1]、[0.1,0.3]、[0.3,1]，并且进行了空间

占比的计算，如表 5 所示。 
 

表 5   第 1 和第 4 组参数的灵巧度区域的体积占比 
Tab.5 Volume proportion of dexterity region of group 1 
            and group 4 parameters           % 

组别 [0,0.1] [0.1,0.3] [0.3,1] 

第 1 组 47.18 43.65 9.17 

第 4 组 52.08 42.46 5.46 
 

在第 1 组和第 4 组参数下的灵巧度区域分布上形

状接近，大于 0.3 的空间区域沿着 y 对称，形状类似

于对称的肺泡，此时的体积占比较小，为 9.17%和

5.46%；灵巧度为[0.1,0.3]的结构比较复杂，有 8 个独

立区域，沿着 y=0 对称分布，体积占比较大，为 43.65%
和 42.46%；灵巧度小于 0.1 的为剩余外壳结构，体积

占比最大，为 47.18%和 52.08%。因此可以根据不同

的灵巧度区域和实际的机构运动设计结合，得到想要

的运动区域空间。 

7  结语 

1）对 2PaUU–PPaP 并联机器进行了拓扑学分析，

以及正逆解的求解分析，正解和逆解相互印证。 
2）对机构工作空间进行了分析，工作空间内部

不连续，呈对称的半球形状分布、边界轮廓光滑。 
3）采用 NSGA–Ⅱ算法进行了对空间体积和全局

灵巧度的多目标优化，得到了 Pareto 优化前沿解，确

定了变化平缓的全局灵巧度区域为 0.12～0.13，此时

具有较大的体积（10～13 m3）。可以根据实际工况的

需求进行参数选择。 
4）研究了部分参数下的灵巧度精细结构，可达

工作空间的形状基本一致，都为半轮胎；并且在灵

巧度区域形状也相似，但各个区域分布的体积基本

接近，灵巧度大于 0.3 的部分都集中在类似肺泡的空

间中。 
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