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基于物理的布料模拟研究综述 

雍俊海，陈梓苗 
（清华大学 软件学院，北京 100084） 

摘要：目的 在图形硬件计算性能不断提高，物理仿真动画技术蓬勃发展的背景下，对基于物理的布料

模拟技术中的主流方法进行总结和归纳，指出未来发展趋势，为相关技术与应用研究提供参考。方法 通

过文献收集和整理，从布料物理模型、物理模拟算法、碰撞处理算法和高分辨率加速算法等方面入手，

对基于物理的布料模拟相关研究成果进行综述，分析现有方法的本质、优缺点和内在联系，基于分析归

纳预测其未来发展趋势和所面临的挑战。结论 总结归纳了布料物理模拟算法的研究进展，研究围绕隐

式时间积分无约束优化问题展开的共同点，以及 GPU 并行加速和多重网格方法对于高分辨率布料实时

模拟的贡献，指明了布料物理模拟的发展趋势是模拟动画真实感与模拟算法高效性会得到不断提高，其

面临的挑战是随着硬件性能的发展进一步提高模拟精度，以及在有限计算性能下需要更好地平衡模拟精

度和效率的问题。 
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Review of Physics-Based Cloth Simulation 

YONG Jun-hai, CHEN Zi-miao 
(School of Software, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

ABSTRACT: In the context of the improvement of graphics hardware computing performance and the development of 

physical simulation animation technology, this paper aims to analyze and summarize the mainstream methods of phys-

ics-based cloth simulation technology, point out the future development trend, and provide a reference for related tech-

nology and application research. Through literature collection and collation, this paper summarizes the research results of 

cloth simulation based on physics from the aspects of cloth physical model, physical simulation algorithm, collision 

processing algorithm and high-resolution acceleration algorithm, analyzes the essence, advantages and disadvantages and 

internal relations of existing methods, and predicts its future development trend and challenges based on analysis and in-

duction. The research progress of cloth physical simulation algorithm is summarized, the common points of the research 

around the implicit time integration unconstrained optimization problem are studied, as well as the contribution of GPU 

parallel acceleration and multigrid method to high-resolution cloth real-time simulation. It is pointed out that the devel-

opment trend of cloth physical simulation is that the realism of simulation animation and the efficiency of simulation al-

gorithm will be continuously improved, the challenge is to further improve the simulation accuracy with the development 

of hardware performance, and to better balance the simulation accuracy and efficiency under limited computing perform-

ance conditions. 
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计算机图形学起源于 20 世纪 60 年代[1]，其目标

是创建有效的视觉交流，帮助人们从图形图像的角度

理解事物的本质，建立起计算机与现实世界信息沟通

的桥梁[2]。图形仿真是图形学的一个分支，其研究如

何在计算机中模拟现实世界的场景和物体，并渲染显

示在屏幕等输出设备上供人观看。图形仿真包括刚

体、流体和布料等可变形物体的模拟，其中布料模拟

一直是图形学仿真领域的一个重要课题。基于物理的

布料模拟技术，根据经典力学规律，计算布料在任一

时刻的状态，从而模拟现实世界中布料的运动和形态

变化，如今已被广泛应用于动画、电影、游戏和设计

等领域。近 30 年与之相关的研究工作层出不穷，这

些工作为如今的布料模拟留下了宝贵的理论和技术

成果。本文着重梳理布料物理模型、布料物理模拟算

法、布料碰撞处理算法和高分辨率布料模拟加速算法

的研究现状和重要成果，并对基于物理的布料模拟技

术的发展趋势和挑战进行总结与展望。 

1  布料物理模型 

在计算机图形学中，布料物理模拟的建模方法各

不相同。其中质点—弹簧模型和有限元连续体模型是

为常见的两种布料物理模型，下面将分别对这两种

模型进行论述。 

1.1  质点—弹簧模型 

质点—弹簧模型将布料视为一个带约束的网格，

网格的每一个顶点都是质点，被赋予一个特定的质

量。布料的力学效果通过网格顶点之间添加弹簧产生

相互作用力来模拟。这一模型 早由 Provot 等人[3]

提出，用于四边形网格，见图 1。该模型中出现的弹

簧均为无质量且遵守胡克定律的理想线性弹簧。根据

弹簧在质点之间不同的连接方式可将其分为 3 类：

（1）结构弹簧，连接网格中同一行或同一列上相邻

的一对质点，以维持布料的基本形状；（2）剪切弹簧，

连接网格中斜对角相邻的一对质点，防止布料在网格

对角线方向发生过大的剪切形变；（3）弯曲弹簧，连

接网格中同一行或同一列上索引之差为 2 的一对质

点，防止布料局部出现过度弯曲的现象。由于质点—

弹簧模型简洁明了，而且能够较好地表达布料的力学

特性，所以自出现至今一直是布料物理模拟中主流的

建模方式。然而这种原始的四边形网格会因过度拉伸

导致布料出现超弹性现象的问题，但经过 20 多年的

发展，这一模型得到了持续的改进和完善[4-8]。现在

对基于质点—弹簧模型布料模拟的研究大部分都使

用约束函数的建模方法，但已不再需要显式地计算质

点之间的约束力，而是采用线性近似或二次优化等方

法直接求解布料质点在下一时刻应处的位置来模拟

布料的运动。 

现在学术界提出的布料模拟算法中多使用结构

化的规则布料网格或非结构化的不规则布料网格对

布料进行物理建模。其中规则网格适用于模拟旗帜和

帆布等材质均匀且具有各向同性的布料；不规则网格

适用于模拟服装布料等不均匀或具有各向异性的材

料。在使用约束函数的模拟方法中，这两种模型通常

使用两类顶点约束来替代原来的 3 种弹簧的作用，分

别是边应变约束（Edge Strain Constraint）和弯曲约束

（Bending Constraint）。规则布料网格见图 2，不规则

布料网格，见图 3。 

1.1.1  边应变约束 

边应变约束的作用是让网格顶点尽量保持原有

的距离，维持布料的结构，防止布料在外力作用下发

生过大的形变。边应变约束类似于质点—弹簧模型中

的两种弹簧，图 2 展示的规则布料网格中绿色的边与

结构弹簧相对应，橙色的边与剪切弹簧相对应，图 3

展示的不规则布料网格则不区分这两种连接边。边应

变约束函数的定义式[9]： 

1 2 1 2( ) |, |C x x x x d             (1) 

其中： 1 2,x x 是被一个边约束关联的两个顶点的

位置坐标，d 是布料静息状态下这两个顶点之间的距离。 

1.1.2  弯曲约束 

弯曲约束类似于质点—弹簧模型中的弯曲弹簧，

图 2 中清晰地展示了网格中有很多个由顶点和边约

束构成的三角形，任意两个具有公共边的三角形称为 

 

   
 

图 1  原始的质点—弹簧模型  
Fig.1  Original mass-spring model 

 

图 2  规则布料网格 
Fig.2  Regular cloth mesh 

 

图 3  不规则布料网格 
Fig.3  Irregular cloth mesh 
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图 4  等距弯曲约束模型 
Fig.4  Isometric bending constraint model 

 
相邻的三角形。布料处于静息状态时，相邻的一对三

角形所成的二面角一般为 0°，当布料处于运动状态

时，任何一对三角形都可能以它们的公共边为轴旋转

形成一个角度。弯曲约束的作用是在布料中产生一个

抵抗这种弯曲的力，这个力相比于边约束产生的力通

常要小很多。这里采用 Bergou M 等人[7]提出的等距

弯曲约束模型，见图 4。 

等距弯曲约束函数的定义式： 

 

T
0 1 2 3

, 0,1,2,3

1
, ,( ),

2 ij i j
i j

C x x x x Q x x


            (2) 

其中 Q 为局部弯曲能量 Hessian 矩阵： 

T

0 1

3
Q K K

A A



          (3) 

0 1,A A 为静息状态下两个相邻三角形的面积， K

的定义： 

01 04 02 03 01 02 03 04( , , , )K c c c c c c c c         (4) 

其中 cot ,ij i jc e e  。 

根据文献[9]中的介绍，由于多数纺织物的延展性

都比较小，即不能被明显拉伸，近似符合等距弯曲约

束。这里的等距指的是变形过程中网格边的长度保持

不变，因此上述弯曲约束的定义适合在服装模拟等场

景下应用。在约束求解过程中，公式(3)中的矩阵 Q 是

可以预先计算得到的已知项，相比于传统的需要计算

反三角函数的铰链二面角约束函数[5]而言，计算速度

更快。 

1.2  有限元连续体模型 

在有限元连续体模型中，通常将布料视为连续介

质，通过有限元算法将其离散化，并基于弹性力学原

理进行建模。基于有限元的算法常采用三角形网格来

模拟布料，与质点—弹簧模型中 小形变单元为边所

不同的是，其 小形变单元为三角形，每一个三角形

内部的介质连续分布，可以用一个变形梯度矩阵来描

述其形变，整个布料网格的介质分段连续，通过有限

元算法可以计算每个顶点受到的弹性力。这种方法可

以很大程度地逼近布料真实形变的细节，从而得到高

质量的模拟效果，适用于对布料模拟精度要求高的场

景，较有代表性的工作有文献[10-12]。 

2  布料物理模拟算法 

图形学仿真模拟技术发展至今，布料物理模拟已

经拥有了很多成熟的算法框架可供使用。综观这些不

同的模拟算法，其中绝大多数都是以朴素的时间积分

方法作为理论基础发展得到的，隐式时间积分、基于

位置约束的动力学和投影动力学是学术界针对布料

物理模拟提出，并得到广泛应用的三大主流方法。 

2.1  时间积分方法 

为布料构建网格模型后，模拟系统需要对网格上

的顶点进行受力分析，然后根据经典力学计算每一个

顶点的受力、加速度、速度和位置，从而实现布料的

物理模拟。通常将布料网格顶点所受的力分为外力和

内力：外力包括重力、风力、将网格顶点固定于某一

位置所受的作用力等；内力则是网格顶点之间产生的

相互作用力，由布料自身的内部约束产生，也称为应

变力，如拉伸力、剪切力、弯曲力等。在基于原始质

点—弹簧模型的方法[3,6,13]中，布料的内部力可以直接

利用胡克定律 F k l  直接计算得到，其中 l 为弹簧

的伸长量。而在基于约束函数[5,14-16]或连续体模型[10-12]

的方法中，应变力的计算相对复杂一些。完成网格顶

点受力分析之后，可以通过式(5)计算顶点的加速度： 

 1
int extq M f f            (5) 

式(5)中的主要物理量均以向量形式表示，设网

格顶点数为 m ， 3mq 是网格顶点位置向量，其中

iq ， 3mq  为网格的加速度。 3m
int , extf f  分别为网

格所受的内力和外力，一般是关于顶点位置的非线性

函数。 3m 3mM  为对角的顶点质量矩阵， ( )diag M   

1 1 1 2 2 2( , , , , , , , , , )m m mm m m m m m m m m 。因此式(5)是关于

时间连续的偏微分方程，将其对时间积分两次即可计

算得到网格顶点的位置 q 。计算机中的积分计算常采

用数值积分的方法，对积分变量进行离散化，以数值

逼近的方法近似计算积分值。对于布料物理模拟，主

流的方法是对时间变量进行离散分割，将整个模拟过

程分为若干个相等的时间步（Time Step），在每一个

时间步之内，假设内力和外力不变，计算网格的加速

度，然后更新网格顶点的位置，这一过程就是数值时

间积分。布料物理模拟中常用的时间积分方法有显式

时间积分、隐式时间积分等方法。 

2.1.1  显式时间积分 

显式前向欧拉法是 简单的时间积分方法。在给

定的时间步  1,n nt t  内，以 nt 时刻网格顶点的受力情

况、速度、位置等为已知物理量，以经典力学公式向

前推算出 1nt  时刻的速度和位置： 

 
1 1

1
1

n n n

n n n

q q hv

v v hM qf

 




 

 
          (6) 
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其中： nx 和 nv 是已知的 nt 时刻的网格顶点位置

和速度， 1nq  和 1nv  是要求的 1nt  时刻的网格位置和速

度， 1n nh t t  为时间步长， ( )nf q 是顶点位置状态为

nq 时网格所受的力。消去式(6)的中间量 1nv  可得： 
2 1

1 ( )n n n nq q hv h M f q
              (7) 

由式(7)就可以在每一个时间步快速地更新网格

的位置。虽然显式欧拉积分法易于理解和实现，但是

也存在很大的不足：由于所有的计算都是基于 nt 时刻

的信息，忽略了真实布料非线性运动的特点，所以显

式欧拉积分的精度相对较低；而且为了保证布料模拟

随时间稳定地向前步进，需要使用很小的时间步长来

执行前向欧拉积分步骤，如果模拟使用的时间步过

大，则会看到网格顶点速度无限制地增大，出现布料

网格分崩离析后从画面中消失的“能量爆炸”现象，

Dinev D 等人[15]从系统能量角度分析了前向欧拉法不

稳定的原因。此后出现的改进性工作有文献[17-19]。显

式欧拉积分在早期的布料模拟研究中使用较多，但至

今所有的显式时间积分方法都存在一个共同的问题，

就是其稳定性很大程度上由时间步长的大小决定，必

须选择比较小的时间步长，才能获得稳定的模拟效

果，而密集的模拟计算限制了实时布料模拟下布料网

格的顶点数和分辨率，因此显式时间积分不适用于实

时高分辨率布料模拟的应用场景。 

2.1.2  隐式时间积分 

针对显式时间积分无法使用大步长的性能瓶颈

问题，Baraff D 和 Witkin A[5]提出了隐式后向欧拉积

分方法，该方法用 1nt  时刻未知的力 1( )nf q  和速度

1nv  来建立时间步  1,n nt t  内网格顶点的运动方程： 

1 1

1
1 1( )

n n n

n n n

q q hv

v v hM f q

 


 

 

 
          (8) 

消去 1nv  ，可得： 

  2
1 1( ) ) 0(n n n nM q q hv h f q               (9) 

由于 1( )nf q  是关于 1nq  的非线性函数，式(9)是一

个非线性系统。Baraff D 和 Witkin A[5]给出了求解这

一非线性系统的经典方法，将力函数 1( )nf q  在 nq 的

邻域内作泰勒展开，并取一阶近似可得： 

1 1( ) ( ) ( )( )n n n n nf q f q f q q q      (10) 

其中： 2 3m 3mf E     是系统势能函数 E 的

Hessian 矩阵。将式(10)代入式(9)，则原问题被转化

为一个关于 1nq  的线性系统，可以利用共轭梯度法等

方法对所得的线性系统进行求解，从而得到下一时刻

的网格顶点位置 1nq  。 

Liu Tian-tian 等人[13]更一般化地解释了物理模拟

算法中非线性系统(9)的求解，式(9)可以转化为一个

无 约 束 非 线 性 优 化 问 题 。 设 公 式 中 的 未 知 量

1nx q  ，已知量 n ny q hv  ，得到式(9)的简洁形式： 

2( ) ( )M x y h f x            (11) 

式(11)的解对应于以下无约束 优化问题目标函

数 ( )g x 的极点： 

T 21
min ( ) : ( ) ( ) ( )

2x
g x x y M x y h E x      (12) 

式(11)恰好等价于 0g  ，因此非线性系统(9)

的求解可以等价转化为 优化问题(12)。 

在物理模拟算法中，这一非线性 优化问题通常

使用牛顿迭代法（Newton’s Method）求解。牛顿迭

代法在第 1k  次迭代时的基本形式： 
(k 1) (k) 2 (k) 1 (k)( ) ( )q q g q g q             (13) 

对于式(13)，令 (0)
nq q ， (1)

1nq q  ，左右两端

同乘 Hessian 矩阵 2 (k) 2 (k)( ) ( )g q M h f q    即可得到

式(10)代入式(9)后所得的线性系统。因此 Baraff D 和

Witkin A 所提出的经典方法本质上是只执行了一步

牛顿迭代。为了保证在有限的模拟计算时间预算内获

得稳定且视觉上合理的结果，使用朴素隐式时间积分

的布料模拟算法，在每个时间步求解时，通常只执行单

步牛顿迭代，而不管迭代是否收敛。 

由于隐式欧拉积分考虑了一个时间步内网格顶

点受力的变化趋势，其稳定性相比于显式欧拉积分有

了显著的提高，允许使用较大的时间步长进行布料模

拟。然而隐式欧拉积分也有其局限性，每次步进时都

要更新每一个约束函数的 Hessian 矩阵，还需要求解

一个随时间不断变化的线性系统，因此朴素的隐式时

间积分方法的计算效率通常比较低，同样不适用于高

分辨率服装布料实时模拟的场景。其另一个缺点是约

束力的近似引入了数值阻尼，导致系统能量缓慢衰

减，即使没有外力影响，布料 终也会慢慢停止运动。

然而由于其良好的稳定性和逼近真实物理效果的能

力，隐式时间积分方法在基于物理模拟的动画应用中

仍然占据重要地位[16]， 近使用隐式时间积分方法的

布料模拟工作有文献[20-22]等。 

2.2  基于位置约束的动力学算法 

Müller M 等人[14] 早提出了基于位置约束的动

力学算法（Position Based Dynamics，简称 PBD）。与

基于力学的经典模拟算法不同的是，这种方法忽略速

度层，直接计算网格顶点位置的改变，它使用几何约

束来描述布料的非线性特性，以此模拟布料内部的弹

力。PBD 求解器采用一种类似高斯—赛德尔法的迭代

方式，在每一次迭代中逐个处理所有的约束，每次都

对网格顶点施加一个位置修正量来使当前约束得到

满足（这一过程称为约束投影），从而降低式(12)中目

标函数 ( )g x 的值。设系统中的任意一个约束方程为

( ) 0C q  ，在每一个时间步，模拟算法需要对于给定

的网格顶点位置 q（通常为不考虑内部约束力作用计

算得到的顶点新位置），计算得到一个位置修正量
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q ，使得 ( ) 0C q q   成立。将 ( )C q q  在 q 的邻

域内展开并取一阶近似可得： 

( ) ( ) ( ) 0TC q q C q C q q                (14) 

为了保证位置修正前后系统的动量和角动量保

持不变，PBD 方法取位置修正量为 1 ( )q M C q    ，

即对于第 i 个顶点有： 

( )
ii i qq w C q              (15) 

其 中 ： 拉 格 朗 日 乘 数
2

( )

( )
jj qj

C q

w C q
 


，

1
i

i

w
m

 。 

PBD 算法提出了一种新的模拟思路，该方法可

以直接控制时间积分的过程，从而避免显式积分方法

中出现的过冲和能量增加问题，使得模拟具有更强的

鲁棒性。PBD 算法还进一步提高了布料模拟的效率，

能够实时模拟三角面片数在千级别的布料，被广泛应

用在游戏和虚拟现实等对实时性要求较高的场景中。

由于 PBD 算法对系统约束逐一投影来进行求解，其

对系统约束动态增删的支持性较好，但其缺点是求解

过程中网格顶点在不同约束的目标位置之间跳跃，约

束投影的顺序可能会影响求解结果，而且模拟得到的

材质特性很大程度上取决于迭代次数和时间步长，单

位时间内迭代次数越小，则求解迭代终止时的系统状

态 离 收 敛 点 越 远 ， 使 布 料 材 质 看 起 来 弹 性 更 大 。

Macklin M 等人[23]扩展得到的 XPBD 算法解决了模拟

材料的刚度依赖于迭代次数和时间步长的问题，但这

种算法在取近似的过程中略去了约束函数的 Hessian

矩阵，引入了关于时间的二阶误差项，导致在采用较

大时间步长的实时模拟中可能会出现较大的误差，因

此在需要保留较多细节的实时布料模拟场景下，PBD

类算法可能不是 佳选择。 

2.3  投影动力学算法 

对于原始的质点—弹簧布料模型（见图 1），Liu 

Tian-tian 等人[13]引入了一个辅助变量，将弹簧弹性势

能转化为一个无约束 优化问题的形式，并通过数学

推导证明了能量函数  E x 是关于顶点位置 x 的二次

函数，其系统矩阵对称正定且在模拟过程中恒定不

变，可以对其进行 Cholesky 预分解，每次求解(12)

的极点条件时只需花费线性时间计算方程组的右端，

再解两个上、下三角线性方程组即可。这一模型在布

料模拟的效率上相比于此前的方法优势明显，只需要

进行少量的求解迭代就能得到视觉合理的效果，在国

内的研究中也被使用，如余方姝等人[24]、万燕等人[25]。

然而这种方法仅适用于质点—弹簧系统，并且假设所

有弹簧都是满足胡克定律的线性弹簧，具有较大的局

限性。 

Bouaziz S 等人[16]将 Liu Tian-tian 等人[13]的工作

进 一 步 推 广 ， 提 出 了 投 影 动 力 学 （ Projective Dy-

namics）算法。将力函数分解为 1 int 1( ) ( )n nf q f q    

extf ，网格受到的外力 extf 在一个时间步之内可视为常

量 ， 系 统 内 力 int ( )f q 可 视 为 保 守 力 ， 即 有 int ( )f q   

( )ii
W q  ，其中 ( )iW q 是一个标量势能函数，式(12)

等价于以下关于 1nq  的优化问题： 

1

1
22

1 12

1
min || ( ( )) ||

2n
n n F i n

q
i

M q s W q
h

  
 

 (16) 

其 中 ： 2 1
n n n exts q hv h M f  ， || ||

F
 表 示

Frobenius 范数。式(16)中的第一项的物理意义是动量

势（Momentum Potential），这一项表明所得的解应该

遵循系统自身惯性和外力的影响，第二项表示系统内

部约束产生的弹性势能，因此式(16)表明这一优化问

题的解是在 小化系统的动量势和弹性势能之间取

一个折中的方案。对于式(16)中的弹性势能项，投影

动力学中提出了二次投影距离度量公式来对其进行

建模： 

2( , ) || || ( )
2 F C

w
W q p Aq Bp p             (17) 

其 中 m 3p  为 辅 助 变 量 ， ( )C p 为 约 束 流 形

( ) 0C p  的示性函数： 

0, ( ) 0
( )

,C

C p
p

other






 


          (18) 

弹性势能定义为 ( ) min ( , )
p

W q W q p ，其几何意义

是在约束流形 ( ) 0C p  上找一点 p ，使得 ,q p 之间的

二次投影距离项
2

2 F

w
Aq Bp 的值 小，令这个 小

距离等于系统状态为 q 时的弹性势能。其中 ,A B 是常

量矩阵，由具体的约束投影定义决定，文献[16]中介

绍了从连续体能量公式导出一些常见约束的 ,A B 矩

阵的方法。w 是一个非负的权值，权值越大的约束在

求解时被满足的程度越高。约束方程组 ( ) 0C p  可以

包含任意类型的等式约束，如布料网格中的拉伸和弯

曲约束、四面体网格中的体积约束等。 

下面默认讨论 nt 时刻的隐式求解问题，略去未知

量 1nq  的下标。利用式(17)可以把式(16)中定义的隐式

时间积分的系统能量 小化问题的目标函数重写： 
1

22
2

2

1
|| ( ) ||

2

|| ||
2

( )
i

n F

i
i i i i F C i

i

M q s
h

w
A S q B p p

 

 
         

 (19)

 

式(19)是关于 q 和辅助变量 ip 的 小化问题，其

中 m m
iS  是一个常量选择矩阵，其元素全部为 0

或 1，用于选取被第 i 个约束关联的所有顶点。投影

动力学算法使用局部/全局交替 小化的方法来 小

化式(19)。 
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局部求解：这一步又被称为约束投影（Constraint 

Projection）。首先固定顶点位置 q ，在辅助变量 ip 上

小化式(19)。由于每一个约束 iC 都有自己的辅助变

量 ip ，不同约束的辅助变量互不影响，因此可以分别

对每一个约束 iC 小化： 

 2
min

2 i
i

i
i i i i C iFp

w
A S q B p p            (20) 

这使得局部求解步骤可以大规模并行执行。 

全局求解：然后固定辅助变量 ip ，在顶点位置 q

上 小化式(19)。将 ip 视为已知量，则式(19)是关于

未知量 q 的二次函数，因此可以通过一步线性求解将

其 小化。由驻点处梯度等于 0 可以得到线性系统： 

2 2
T T T T

i i i i i n i i i i i
i i

M M
w S A A S q s w S A B p

h h

 
   

 
 

 
(21) 

系统矩阵
2

T T
i i i i i

i

M
w S A A S

h
 为对称正定矩阵，而

且如果系统的约束不发生改变，它就是常量矩阵。因

此可以在初始化对其进行 Cholesky 分解（即 LLT 分解

或 LDLT 分解），只需在局部求解步骤更新完投影变

量之后，重新计算式(21)的右端项，这样全局求解就

可以在 ( )O n 时间内完成，其中 n 为约束方程的个数。

对此式(12)可知投影动力学通过二次投影距离对内部

约束产生的弹性势能进行建模，将势能函数的 Hessian

矩阵 2E 变成了恒定的正定矩阵 T T
i i i i i

i

w S A A S ，因此

可以使用矩阵预分解使系统求解的计算量相比于牛

顿法显著降低。 

投影动力学算法具有以下优点：高效，局部求解

阶段可以按约束高度并行化，全局求解可以通过矩阵

预分解实现线性时间内求解；稳定， 小化问题的目

标函数(19)具有下界，而且局部/全局求解过程使目标

函数保持下降，必定收敛，在迭代次数足够多时会收

敛到隐式欧拉方法的精确解；模拟材料的刚度表现与

求解迭代次数相关性较低，由于投影动力学中考虑了

动量势，即式(16)和式(19)中的第一项，很大程度上

降低了模拟材料的刚度对求解迭代次数的依赖。 

投影动力学算法的一个缺点是对系统约束动态

增删的支持较差，每次添加和移除约束时都需要对系

统矩阵
2

T T
i i i i i

i

M
w S A A S

h
 重新进行一次 Cholesky 分

解，导致计算效率下降，典型的例子是通过增加和移

除约束来处理碰撞的场景。其另一个缺点是全局求解

步骤中求解上、下三角方程组的变量替换过程需要顺

序执行，难以直接实现并行加速。Bouaziz S 等人[16]

利用投影动力学模拟的窗帘，见图 5。 

2.4  其他方法 

Liu Tian-tian 等人[26]提出了一种使用 L-BFGS 加

速的拟牛顿法求解器，这种算法相比于牛顿法对隐式 

 
 

图 5  投影动力学模拟的窗帘 
Fig.5  Curtains simulated by projective dynamics 

 
欧拉时间积分的求解，效率上有大幅提升，相比于

PBD 和投影动力学算法，能够支持更多超弹性材料的

模拟，而且能够得到更真实的效果。Narain R 等人[27]

提出了以交替方向乘子法（Alternating Direction Method 

of Multipliers，简称 ADMM）来优化式(12)的算法，

并证明了投影动力学算法是该算法的一种情况，这种

算法相比于投影动力学算法有所改进，能够支持非线

性弹性材料和硬约束。Dinev D 等人[28]提出了 FEPR

快速能量投影法，这一算法可以修正可变形体模拟过

程中系统能量波动的问题，可跟 PBD 或投影动力学

结合使用以获得细节更丰富的模拟效果。相比于前面

提及的模拟算法，这些算法与 GPU 并行加速算法结

合使用的复杂程度较高。 

3  布料碰撞处理算法 

布料的碰撞处理主要分为碰撞检测和碰撞求解

两大部分：碰撞检测指对场景中的物体进行几何求交

计算，返回每一对发生碰撞的物体的相关信息；碰撞

求解指根据运动学规律等知识计算出物体参与碰撞

后的物理状态，使其在模拟中表现出真实自然的碰撞

响应行为。碰撞检测算法属于几何求交的范畴，本文

仅列举近年来的一些主流算法，如自适应的层次化符

号向量场法[29]、层次包围盒碰撞剔除算法[30]和基于

空间哈希和法向锥测试的自碰撞剔除算法[22,31-33]。需

要强调的是，在复杂的碰撞场景中，碰撞检测可占用

模拟总耗时的 50%以上，其中大部分时间用于布料自

碰撞的检测，因此布料碰撞检测算法的优化对于布料

模拟效率的提高具有重要意义。下面对布料碰撞求解

相关的研究情况进行论述。 

Li Jie 等人[20]提出了一种基于自适应网格布料模

拟的隐式摩擦碰撞求解器，这是学术界第一个能够精

确模拟布料碰撞产生的库仑摩擦力的算法，它可以同

时处理布料自碰撞和布料与角色身体之间的碰撞，相

比于以前的算法极大地提高了布料碰撞和摩擦效果

的真实性。吕梦雅等人[34]针对这种算法在大时间步长

下会忽略掉一些碰撞的问题进行了改进，增强了模拟

的鲁棒性。这类算法可以得到比较逼真的模拟效果，

但由于其模拟计算基于隐式欧拉积分和牛顿法进行
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实现，时间开销太大。文献[20]中提供的人体着装示例

动画需要运行程序 5~20 h 才能生成完毕，因此上述

算法只能支持离线模拟的应用场景。 

针对投影动力学算法框架，Bouaziz S 等人[16]给

出了隐式处理碰撞的方案，即在碰撞检测之后，为每

一个碰撞对添加新的弹性约束，这种约束会将布料网

格顶点拉回到碰撞接触平面上，类似于一个排斥弹

簧。处理碰撞反弹和摩擦的方法则和 PBD 相似，即

以直接修改碰撞顶点的速度来体现。这样的处理方法

存在 3 个方面局限性：（1）增减约束会改变全局步骤

的系统矩阵，每次改变时都需要重新进行矩阵分解，

降低了求解效率；（2）碰撞约束往往需要设置较大的

权重来优先满足，因此添加碰撞约束时，系统中所有

约束的权值 jw 都需要重新调节，进而得到一个合理

的结果；（3）难以在保持模拟鲁棒性的同时对系统施

加真实计算得到的摩擦力。在投影动力学中，另一种

简单处理碰撞的方法是两阶段方法，即在一个单独的

后处理步骤中直接把碰撞穿透的顶点投影平移到合

法的位置以解决碰撞问题。该方法在 Liu Tian-tian 等人
[13]的算法实现中被使用，虽然这种方法计算量小，但

是忽略了模拟物体的惯性和摩擦。 

近 Ly M 等人[35]基于文献[20]的工作提出了一种

新算法。该算法以半隐式的方式将接触力和干摩擦力

集成到投影动力学算法中，在局部求解过程中对碰撞

接触力进行可并行化的迭代计算，仍然保持全局步骤

的系统矩阵不变，从而保留了投影动力学算法的高效

性，并且使得布料的碰撞接触和摩擦更接近于真实效

果。其不足之处是这一算法需要使用较小的时间步长

（2~5 ms）以防止碰撞穿透出现，如此密集的碰撞检

测和模拟求解运算显然不适合实时模拟。另外，此算

法求解迭代次数过少时，参与碰撞的布料会表现出不

停振荡的不稳定现象。文献[20]仅实现了 CPU 并行的

程序，在顶点数为 53 000 个的服装模拟示例中碰撞

检测和迭代求解耗时均超过 600 ms，需要与 GPU 并

行加速算法相结合才能达到高分辨率布料实时模拟

的性能要求。 

4  高分辨率布料模拟的加速算法 

近几年来，基于物理的布料模拟技术在虚拟试

衣[36-37]和服装设计[38-39]等场景下的应用越来越广泛。

这类应用场景的共同点是需要对服装布料进行实时

模拟，因此对基于物理的布料模拟提出了更高的要

求，即要求系统能够快速高效地计算并生成效果逼真

的布料模拟动画。布料网格的分辨率与单位长度或面

积内的顶点数或三角面片数呈正相关。布料模拟的质

量由布料网格的分辨率和模拟算法的精度共同决定。

如果布料模拟中使用的网格分辨率过低，单个三角形

的面积过大，由于三角形内部不能弯曲，将导致布料

局部细小褶皱等细节信息丢失。另一方面，模拟算法

的精度指的是其在一个时间步长中对非线性问题(12)

的求解精度，实时模拟要求模拟算法在一个时间步长

之内返回计算结果以保证动画帧率，如果算法效率不

够高，在求解收敛之前就终止迭代返回结果，将会导

致模拟计算出现较大的误差，使布料出现过度拉伸等

不合理现象。要得到高质量的布料模拟动画，就要求

模拟算法对于高分辨率的布料网格依然能够保证模

拟计算的效率和精度。因此如何在有限的硬件计算性

能下对高分辨率布料模拟算法进行加速这一问题，具

有重要的研究意义。 

4.1  布料模拟的 GPU 并行加速 

原始 PBD 算法采用高斯—赛德尔模式来处理约

束，即每对一个约束执行投影操作后，立即更新其关

联的网格顶点的位置。而在并行化的实现中，约束在

多个线程上并行处理，如果由两个不同线程处理的两

个约束对同一个顶点产生影响，将导致计算结果不可

预测。为了避免竞争条件的出现，它们不能同时更新

这一顶点的位置。对此，Fratarcangeli M 等人[40]和陈

申华[41]使用图着色法对约束集进行了划分，得到的每

一个子集中任意两个约束都不存在共同关联的顶点，

对每一个子集中的约束投影并行化处理，子集之间顺

序执行，即可避免求解过程中出现竞争条件，使得以

GPU 并行计算的方式来实现 PBD 算法成为可能，从

而大幅提高其模拟效率。这类方法在学术界相关文献

中也被称为并行高斯—赛德尔（Parallel Gauss-Seidel）

方法。 

投影动力学分为局部求解和全局求解两个阶段：

在局部求解阶段，每个约束计算投影点的过程很容易

高度并行化；而全局求解阶段，使用直接方法解上、

下三角线性方程组的前向和后向代入过程难以并行

实现。针对这一问题，Wang Hua-min[42]的工作给出

将全局求解阶段的直接求解替换为对该方程组的一

步雅可比（Jacobi）迭代，并使用切比雪夫半迭代法

加速雅可比迭代收敛的方法。这种算法的 GPU 实现

表现优异，能够实时模拟三角面片数和约束数为数万

级别的弹性体、布料和人体服装等模型，切夫雪夫半

迭代法的连衣裙模拟见图 6。虽然迭代方法并不会对

全局步骤的线性系统进行非常精确的求解，但是它能

使频率较高的局部约束得到投影计算。在对高分辨率

布料网格进行模拟时，相比于原始 CPU 实现[16]能更

快速高效地得到高质量的解，因此其模拟得到的布料

动画效果相比于原始实现更加真实自然。 

Fratarcangeli M 等人[43]以文献[40]的工作为基础

进一步研究了以 GPU 并行化的高斯—赛德尔迭代法

来求解投影动力学问题的算法，他们选出了颜色数较

少且执行效率高的一种图着色算法用于约束集划分。

通过对比实验，发现在物理模拟求解时间限制 
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图 6  切夫雪夫半迭代法的连衣裙模拟 
Fig.6  Dress simulated by chebyshev semi-iterative approach 

 
比较严格（如一帧求解时间限制为 8 ms）的情况下，

并行化高斯—赛德尔迭代法比 Wang Hua-min[42]提出

的并行化雅可比法的稳定性表现明显更加优秀，这是

因为对同一个正定线性系统的求解，高斯—赛德尔迭

代法通常能够获得比雅可比法更好的收敛性能。因此

这种算法可以用于模拟计算时间限制较为严格的实

时布料模拟场景。 

4.2  基于多重网格的布料模拟 

以上所提及的方法都是基于单分辨率网格的布

料模拟算法，即在求解过程中，只有被同一约束关联

的两个顶点之间才能够直接传递物理状态信息。高分

辨率布料网格的顶点数规模较大，当一个局部受到外

力影响发生形变时，该形变相关的信息需要经过很多

顶点才能传递到远处的顶点。因此当采用迭代求解方

法对更高分辨率的布料网格进行模拟时，求解器的收

敛速率将明显下降，在实时模拟中网格分辨率高到一

定水平，求解器就需要在迭代收敛之前返回计算结

果，由于高频误差在前几次迭代中可以被迅速剔除，

此时系统中只留下了低频误差。单分辨率网格存在一

个明显的局限性，就是低频误差需要经过更多的迭代

才能消除。多重网格（Multigrid）方法能够很好地解

决这一问题，这种方法为布料网格建立了一个多分辨

率的网格层级，每一级网格的分辨率都不同， 底层

的原始的布料网格是 精细的一级，自底向上网格分

辨率逐级降低。多重网格具有一个重要特性，即精细

层级网格中的低频误差在粗糙层级网格中表现为高

频误差，这一特性使得求解器在粗糙网格中快速平滑

低频误差成为可能，利用这一特性可以对高分辨率布

料模拟进行加速。典型的多重网格方法通常由四个部

分组成[44]：平滑操作（Smoothing），即执行迭代求解

方法；下采样（Restriction），对高分辨率层级中的问

题进行下采样得到低分辨率层级中的子问题；插值

（Interpolation），将低分辨率层级的求解结果通过插

值变换到高分辨率层级中；精确求解器，用于在低分

辨率层级上精确求解子问题。这四部分在多重网格层

级中被组织成 V-cycle 结构，见图 7，图中实心点表 

 
 

图 7  多重网格的 V-cycle 结构 
Fig.7  V-cycle structure of multigrid 

 
示平滑操作，空心点表示精确求解，右斜线“\”表

示下采样操作，左斜线“/”表示插值操作。对于基

于多重网格的布料模拟，按照提出时间的顺序对三种

比较有代表性的算法进行论述。 

作为 PBD 算法的提出者，Müller M[45]提出了基

于多重网格的层次化 PBD 算法（Hierarchical Position 

Based Dynamics），这一算法显著提高了 PBD 算法在

高分辨率网格上的收敛速度。其基本思想是通过多重

网格方法在低分辨率层级上运行 PBD 迭代求解，然

后把顶点位置修正量插值之后用于修改高分辨率层

级的顶点位置，得到高分辨率问题的初始值。层次化

PBD 的多重网格结构见图 8，图中展示了第 l 级网格

包含的所有顶点（白点和黑点）和约束（虚线），以

及下一个更粗糙的第 1l  级包含的顶点子集（白点）

和约束（实线）。每个白色顶点在第 l 级需要连接到至

少 k 个黑色顶点（称为其父顶点，Parent），图中 2k  。

第 l 级 PBD 问题的顶点初始位置，由其父顶点在第

1l  级求解的修正量插值，并应用到自身位置上得

到，距离顶点越近的父顶点在插值时权值越大。层次

化 PBD 和原始 PBD 的布料模拟效果对比见图 9，展

示了多重网格方法对 PBD 算法收敛速度的影响。示

例中模拟的布料网格由 11 500 个三角面片组成，

左边的图对应于使用多重网格求解的层次化 PBD 算

法，它在原始网格层级上仅执行两次对称的 PBD 迭

代，模拟帧率可达 60 fps，右边的四张图分别对应于

原始 PBD 算法迭代次数为 2、5、10 和 20 的模拟效

果，只有执行 20 次 PBD 迭代才能得到与多重网格算

法相当的布料拉伸刚度表现，但过多的全局迭代次数

会使得模拟性能显著下降，帧率下降到 12 fps。可见

多重网格方法的引入能够显著加快 PBD 算法在高分

辨率网格上的收敛速度，使其高分辨率布料模拟的效

率和质量得到有效提高。层次 PBD 算法作为多重网

格方法应用于物理模拟的早期尝试，存在一些局限

性，例如求解过程中只完成了一次从低分辨率网格向

高分辨率网格（即只有图 7 中 V-cycle 自底向上的右

半部分）的系统误差平滑传递，没有自顶向下的误差

平滑操作，限制了算法能够取得的模拟精度。 

Wang Zhen-dong 等人[21,44]针对非结构化高分辨

率布料网格模拟中的非线性问题提出了一种创新性 
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图 8  层次化 PBD 的多重网格结构 
Fig.8  Multigrid structure of hierarchical PBD 

 

 
 

图 9  层次化 PBD 和原始 PBD 的布料模拟效果对比 
Fig.9  Comparison between hierarchical PBD and  

original PBD on cloth simulation 
 

的求解算法框架，该算法框架被称为非线性完整多重

网格（Nonlinear Full Multigrid，简称 Nonlinear FMG）

算法。完整多重网格结构见图 10，图中“\”和“/”

分别表示下采样和插值操作，“//”表示高阶插值操作，

实心点表示平滑操作（迭代求解），空心点表示精确

求解。“/”的插值矩阵 1
h
hI  采用重心坐标计算得到，

下采样矩阵 1h
hI  直接使用 Galerkin 条件 1

1( )h h T
h hI I


计算得到，从而避免几何下采样导致低分辨率层级的

布料网格中存在不符合物理规律的弯曲阻力的问题。

与基于牛顿法的多重网格方法不同的是，该算法在一

次求解过程中会动态更新第 h 层的线性系统 h hA c   

hr ，这使得系统能够更加逼近布料的非线性特性。该

算法首次提出在多重网格结构上混合使用大小不同

的 V-cycle 的策略，给出了兼顾模拟精度和性能的系

统矩阵和残差更新策略，结合基于 GPU 并行的自适

应平滑操作实现跳过残差很小的变量，将计算性能集

中在网格精度较低的区域，使平滑操作减少 30%的耗

时。非线性 FMG 算法能够有效提高牛顿法的收敛速

度，并且很容易集成到投影动力学算法中，从而得到

FMG 对投影动力学算法的加速效果，见图 11。第一

行的布料网格拥有 10 000 个顶点，第二行的网格拥

有 40 000 个顶点。可见非线性 FMG 算法对较高分辨

率布料模拟的加速表现优异，对于较低分辨率的布料

模拟它可能不是 优选择。 

 
 

图 10  完整多重网格结构 
Fig.10  Full multigrid structure 

 

 
 

图 11  FMG 对投影动力学算法的加速效果 
Fig.11  Accelerated projective dynamics by FMG 

 
近，Xian Zang-yue-yang 等人[46]对多重网格方

法在高分辨率可变形体实时模拟的应用上做了进一

步的工作。这项工作对数学中的 Galerkin 多重网格方

法针对物理模拟的应用场景进行了改进。作者观察到

增加每个低分辨率网格节点的自由度，比增加节点数

量对于提高多重网格的收敛性更为有效。因此在除原

始网格以外的低分辨率层级上，每个节点都使用具有

12 个自由度的蒙皮空间坐标，蒙皮空间坐标的使用

使得低分辨率层级网格的分辨率能够更大程度地降

低。这项工作在插值操作上使用 0~1 权重来保证各层

级线性系统矩阵的稀疏性，并论证了这种简单的分段

常数权值产生的高频误差可以在几次迭代中快速消

除，提出的算法能够与牛顿法和投影动力学算法结合

使用。这种算法支持附着和碰撞两种动态约束，其

GPU 并行实现的程序在额外消耗 13.4 s 预计算时间

的前提下，能够以 31.5 fps 的帧率对含有 375 000 个

三角面片的布料进行实时模拟，这一算法进一步提高

了布料实时模拟能够达到的 高分辨率。 

5  布料物理模拟的发展趋势和挑战 

基于物理的布料模拟技术的发展趋势可以概括
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为两点：一是布料物理模拟动画的真实感逐渐提高；

二是布料物理模拟算法的计算效率不断提升。 

5.1  布料模拟动画的真实感 

布料模拟动画的真实程度主要由布料物理建模

和模拟器对物理问题的求解精度两方面的因素决定。

从质点—弹簧模型的演变可以看出，在布料物理模型

的不断发展过程中， 初的质点—弹簧模型中的弹簧

都是遵守胡克定律的线性弹簧，布料的拉伸、剪切和

弯曲特性都以线性弹簧来进行建模，模拟得到的布料

动画与真实布料之间存在较大的差异。此后，布料的

内部作用力改为从边应变约束和弯曲约束函数中导

出，这使得物理模型能够体现布料材质的非线性特

性。在模拟器求解精度方面，学术界不断改进模拟算

法，从显式时间积分到隐式时间积分，从假定布料内

部力在一个时间步内不变到将其视为网格顶点位置

的非线性函数来进行处理，碰撞检测算法的精确度不

断提高，碰撞求解算法逐渐能够精确计算碰撞产生的

库仑摩擦力，这些进展使得布料物理模拟动画能够产

生越来越逼近真实布料的效果。 

5.2  布料模拟算法的高效性 

布料模拟的计算速度主要由碰撞检测、响应和动

力学方程求解的耗时决定。隐式时间积分导出了一个

无约束非线性 优化问题，早期的模拟算法直接使用

牛顿法对其进行求解，但时变的系统矩阵极大地限制

了求解效率；PBD 算法提出了约束投影和高斯—赛德

尔迭代式的方法来加速求解；投影动力学算法则通过

约束投影距离代替弹性势能项，使得系统矩阵成为一

个恒定的正定矩阵，通过约束投影并行化和矩阵预分

解大幅提高求解效率；多重网格方法使迭代求解器在

高分辨率布料网格上获得更好的收敛性能。以上都是

学术界在布料物理模拟领域寻求高效的近似算法所

得到的成果和突破。另外，图形硬件计算性能的不断

发展也为高分辨率布料模拟提供了新的思路，GPU

并行加速方法被成功结合到 PBD 和投影动力学等经

典模拟算法上，使布料实时模拟能够达到的 高分辨

率得到突破性进展。 

布料模拟算法的精度和稳定性很大程度上决定

了实时布料模拟能够达到的帧率，另一方面，布料模

拟算法的效率很大程度上决定了实时布料模拟能够

达到的 高分辨率，而布料网格分辨率决定了模拟布

料运动细节的丰富程度和真实感，由此可见上述两点

是相辅相成的。结合相关研究可以预测，随着图形硬

件计算性能的发展，提高物理模型对布料行为特性的

表现力和模拟算法的求解效率，进一步增强布料模拟

动画的真实感，以及在计算性能有限的场景下，在布

料模拟动画的真实程度和模拟效率之间寻找更优的

平衡方案，仍然是亟待研究和解决的问题。 

6  结语 

本文从布料物理模型、物理模拟算法、碰撞处理

算法和高分辨率加速算法这四个角度出发，对基于物

理的布料模拟技术相关研究情况进行了综述，总结得

出布料模拟真实感逐渐提高、模拟算法效率不断提升

的两大趋势，并预测了未来布料物理模拟研究将要面

临的挑战。在图形学界众多专家学者的努力下，基于

物理的布料模拟技术得到了长足的发展并日趋成熟。

如今布料模拟技术有着广阔的应用场景，例如动画、

影视、服装设计和虚拟试衣等，这些领域的发展会对

布料模拟技术提出新的要求，同时计算机图形软硬件

的发展也将为布料模拟技术研究赋予新的动能，这两

大因素都将推动布料物理模拟技术不断向前发展。 
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